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Передмова

У цьому методичному посiбнику зiбранi задачi з термодинамiки, якi
виносяться студентам фiзичного факультету на перший модуль («Тер-
модинамiка») при вивченнi дисциплiни «Термодинамiка i статистична
фiзика». Частина задач розглядається на практичних заняттях, ре-
шту задач студент має розв’язати самостiйно за iндивiдуальним пла-
ном. Деякi задачi можуть виявитися корисними при вивченнi роздiлу
загального курсу «Молекулярна фiзика i термодинамiка».

Уся сукупнiсть задач подiлена на п’ять роздiлiв:
∗ Математичний апарат термодинамiки. Робота в термодинамiцi

(26 задач)
∗ Рiвняння стану. Перший принцип термодинамiки (40 задач)
∗ Другий принцип термодинамiки. Ентропiя (40 задач)
∗ Методи термодинамiки (40 задач)
∗ Фазовi переходи та критичнi явища (40 задач)
Такий подiл вiдповiдає робочiй навчальнiй програмi курсу «Тер-

модинамiка i статистична фiзика».
Кожен iз вказаних роздiлiв починається з коротких теоретичних

вiдомостей, де подано основнi фiзичнi поняття, наведено формулюван-
ня основних законiв, виписано загальнi спiввiдношення мiж фiзичними
величинами, що знадобиться при розв’язаннi задач даного роздiлу.

Пiсля теоретичних вiдомостей подано задачi. В межах роздiлу
задачi згруповано за типами. Одну задачу кожного типу подано з до-
кладним розв’язком. Для решти — наведено вiдповiдь.

У формулюваннях умов задач використовуються фiзичнi величи-
ни, розмiрностi яких записанi в рiзних системах одиниць (СI, Гаусса,
тощо). Зв’язок мiж рiзними системами одиниць вимiрювання термо-
динамiчних величин подано у додатку «Одиницi вимiру термодинамi-
чних величин».

Автор висловлює вдячнiсть рецензентам Бордуну I.М., Головi-
нiй Н.А., Григорчаку I.I. та Сушку М.Я. за цiннi зауваження вислов-
ленi при рецензуваннi посiбника, якi покращили його змiст, а також
Головiю В.М. за допомогу при пiдготовцi видання до друку.
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Роздiл 1

Математичний апарат термодинамiки.

Робота в термодинамiцi

Математичним апаратом термодинамiки є теорiя диференцiальних
форм багатьох змiнних — пфаффових форм.

Пфаффовою формою δΠ називають лiнiйну комбiнацiю дифе-
ренцiалiв незалежних змiнних xi

δΠ =

n∑

i=1

Xi(x1, x2, ..., xn)dxi.

У випадку двох змiнних диференцiальна форма має вигляд

δΠ = P (x, y)dx + Q(x, y)dy.

Пфаффова форма може бути двох видiв — повний диференцiал
du i неповний диференцiал (або просто диференцiальна форма) δu.

Повний диференцiал du має наступнi властивостi

• криволiнiйний iнтеграл II роду вiд повного диференцiала не зале-
жить вiд шляху iнтегрування, а визначається лише початковою
A0 i кiнцевою точкою A

∫

(I)

du =

∫

(II)

du = u(A) − u(A0);

• криволiнiйний iнтеграл II роду вiд повного диференцiала по до-
вiльному замкнутому контуру дорiвнює нулю

∮

L

du = 0;

• мiшанi похiднi вiд повного диференцiала рiвнi мiж собою
(

∂2u

∂x∂y

)
=

(
∂2u

∂y∂x

)
.
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Для неповного диференцiала (диференцiальної форми) жодна
з цих властивостей не виконується.

Диференцiальну форму можна перетворити на повний диферен-
цiал, якщо домножити її на iнтегруючий множник µ. Цей множник
iснує не для усiх диференцiальних форм.

Рiзноманiтнi термодинамiчнi величини (температура, тиск, об’-
єм, внутрiшня енергiя, теплоємнiсть, намагнiченiсть тощо) пов’язанi
мiж собою рiвняннями в частинних похiдних. Часто потрiбно виража-
ти одну частинну похiдну через iншу. Ефективним методом переходу
вiд частинної похiдної за одними змiнними до частинної похiдної за
iншими змiнними є метод якобiанiв .

Якобiаном називається називається величина

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

(
∂u

∂x

)

y

(
∂v

∂x

)

y(
∂u

∂y

)

x

(
∂v

∂y

)

x

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂u

∂x

)

y

(
∂v

∂y

)

x

−
(

∂v

∂x

)

y

(
∂u

∂y

)

x

.

З означення якобiана слiдують такi його властивостi

1.
∂(u, v)

∂(x, y)
= −∂(u, v)

∂(y, x)
,

2.
∂(u, v)

∂(x, v)
=

(
∂u

∂x

)

v

,

3.
∂(u, v)

∂(x, y)
=

∂(u, v)

∂(m, n)
· ∂(m, n)

∂(x, y)
.

Надзвичайно ефективним методом дослiдження термодинамiчних
систем є метод термодинамiчних потенцiалiв (див. Роздiл 4). При-
кладами термодинамiчних потенцiалiв є внутрiшня енергiя, ентропiя,
вiльна енергiя тощо. Рiзнi термодинамiчнi потенцiали пов’язанi мiж
собою перетворенням Лежандра, яке застосовується при переходi вiд
лагранжевого формалiзму класичної механiки до гамiльтонового.

У випадку функцiї однiєї змiнної перетворенням Лежандра

функцiї f(x) називається функцiя g(p) така, що

g(p) = px(p) − f(x(p)),

де точка x(p) визначається з умови

df(x)

dx
= p.
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Це означення легко узагальнюється на випадок функцiй багатьох змiн-
них.

В першому принципi термодинамiки, який, по сутi, є законом збе-
реження енергiї в термодинамiцi, фiгурує поняття елементарної роботи
термодинамiчної системи. Тому надзвичайно важливо вмiти знаходити
вирази для елементарної роботи рiзних термодинамiчних систем. За-
уважимо, що знаходження виразу для елементарної роботи є задачею
не термодинамiки, а механiки чи електродинамiки суцiльних середо-
вищ.

1.1. (P). Мiж трьома змiнними iснує зв’язок F (x, y, z) = 0 i кожна
змiнна є диференцiйовною функцiєю двох iнших змiнних. Довести, що
в цьому випадку виконується спiввiдношення

(
∂x

∂y

)

z

(
∂y

∂z

)

x

(
∂z

∂x

)

y

= −1.

Розв’язання

Обчислимо повний диференцiал функцiї F. Маємо
(

∂F

∂x

)

y,z

dx +

(
∂F

∂y

)

x,z

dy +

(
∂F

∂z

)

x,y

dz = 0. (1.1)

Нехай x = const, тодi dx = 0. В цьому випадку спiввiдношення (1.1) набуде

вигляду (
∂F

∂y

)

x,z

(dy)x +

(
∂F

∂z

)

x,y

(dz)x = 0.

Звiдси знаходимо

(
∂y

∂z

)

x

= −

(
∂F

∂z

)

x,y(
∂F

∂y

)

x,z

.

Покладаючи в спiввiдношеннi (1.1) y = const та z = const, отримаємо

(
∂x

∂y

)

z

= −

(
∂F

∂y

)

x,z(
∂F

∂x

)

y,z

.

(
∂z

∂x

)

y

= −

(
∂F

∂x

)

y,z(
∂F

∂z

)

x,y

.

Таким чином, одержуємо
(

∂x

∂y

)

z

(
∂y

∂z

)

x

(
∂z

∂x

)

y

= −1.
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Отримана формула дає «зв’язку» трьох похiдних.

1.2. Мiж трьома змiнними iснує зв’язок F (x, y, z) = 0 i кожна
змiнна є диференцiйовною функцiєю двох iнших змiнних. Довести
спiввiдношення мiж похiдними

(
∂z

∂x

)

w

=

(
∂z

∂x

)

y

+

(
∂z

∂y

)

x

(
∂y

∂x

)

w

.

1.3. Мiж трьома змiнними iснує зв’язок F (x, y, z) = 0 i кожна
змiнна є диференцiйовною функцiєю двох iнших змiнних. Знайти спiв-

вiдношення мiж похiдною

(
∂z

∂x

)

xy

i похiдними

(
∂z

∂x

)

y

,

(
∂z

∂y

)

x

.

Вiдповiдь:

(
∂z

∂x

)

xy

=

(
∂z

∂x

)

y

− y

x

(
∂z

∂y

)

x

.

1.4. Мiж трьома змiнними iснує зв’язок F (x, y, z) = 0 i кожна
змiнна є диференцiйовною функцiєю двох iнших. Знайти спiввiдноше-

ння мiж похiдною

(
∂z

∂x

)

x2y−1

i похiдними

(
∂z

∂x

)

y

,

(
∂z

∂y

)

x

.

Вiдповiдь:

(
∂z

∂x

)

x2y−1

=

(
∂z

∂x

)

y

+
2y

x

(
∂z

∂y

)

x

.

1.5. (P). Для пфаффової форми δu = xdx + xdy обчислити кри-
волiнiйнi iнтеграли II роду вiд точки 1 до точки 3 по шляхах (I) та
(II) (див. Рис. 1.1).

Розв’язання

Розглянемо iнтеграл по шляху (I). Розiб’ємо шлях iнтегрування на двi ланки:

(1 → 3) = (1 → 2)+(2 → 3). Враховуючи, що на дiлянцi (1 → 2) dx = 0, а на дiлянцi

(2 → 3) dy = 0, одержимо

∫

(I)

δu =

y2∫

y1

x1dy +

x2∫

x1

xdx = x1(y2 − y1) +
1

2
(x2

2 − x2
1).

Аналогiчно для шляху (II)

∫

(II)

δu =

x2∫

x1

xdx +

y2∫

y1

x2dy =
1

2
(x2

2 − x2
1) + x2(y2 − y1).

Таким чином
∫

(I)

δu −
∫

(II)

δu = (x1 − x2)(y2 − y1) 6= 0.

8



Бачимо, що для даної пфаффової форми криволiнiйний iнтеграл II роду за-

лежить вiд форми шляху, а тому дана форма не є повним диференцiалом.

1.6. Для пфаффової форми δv = ydx+xdy обчислити криволiнiйнi
iнтеграли II роду вiд точки 1 до точки 3 по шляхах (I) та (II) (див.
Рис. 1.1). Порiвняти одержанi результати.

Вiдповiдь:

∫

(I)

δv =

∫

(II)

δv = y2x2 −

Рис. 1.1.

y1x1, δv — повний диференцiал.

1.7. (P). Для пфаффової фор-
ми δu = xdx + xdy обчислити криво-
лiнiйний iнтеграл II роду по замкну-
тому контуру L, яким є коло одини-
чного радiуса з центром у початку
координат.

Розв’язання

Рiвняння кола одиничного радiуса

x2 + y2 = 1 можна записати параметрично

у виглядi

x = cos ϕ, y = sinϕ, ϕ ∈ [0, 2π].

Звiдси

xdx + xdy = − cos ϕ sin ϕdϕ + cos2 ϕdϕ =

(
1

2
+

sin 2ϕ

2
+

cos 2ϕ

2

)
dϕ.

Тодi iнтеграл по замкнутому контуру L буде рiвний

∮

L

δu =

2π∫

0

(
1

2
+

sin 2ϕ

2
+

cos 2ϕ

2

)
dϕ = π.

Бачимо, що для даної пфаффової форми iнтеграл по замкнутому контуру не

дорiвнює нулю, а тому дана форма не є повним диференцiалом.

1.8. Для пфаффової форми δv = ydx+xdy обчислити криволiнiй-
ний iнтеграл II роду по замкнутому контуру L, яким є коло одиничного
радiуса з центром в початку координат.

Вiдповiдь:

∮

L

δv = 0.

1.9. Для пфаффової форми δu = xdx + xdy обчислити мiшанi

похiднi

(
δ2u

∂x∂y

)
та

(
δ2u

∂y∂x

)
. Порiвняти отриманi результати.

Вiдповiдь:

(
δ2u

∂x∂y

)
6=
(

δ2u

∂y∂x

)
.
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1.10. Для пфаффової форми δv = ydx + xdy обчислити мiшанi

похiднi

(
δ2v

∂x∂y

)
та

(
δ2v

∂y∂x

)
. Порiвняти отриманi результати.

Вiдповiдь:

(
δ2v

∂x∂y

)
=

(
δ2v

∂y∂x

)
.

1.11. Перевiрити, якi з наведених пфаффових форм є повними
диференцiалами

δu1 =
−y

x2 + y2
dx +

x

x2 + y2
dy,

δu2 = (y − x2)dx + (x + y2)dy,

δu3 = (2y2 − 3x)dx − 4xydy.

Для форм, якi є повними диференцiалами, визначити u(x, y).

Вiдповiдь: u2(x, y) = xy − 1

3
(y3 − x3).

1.12. Для пфаффової форми δu = xdx + xdy знайти iнтегруючий
множник.

Вiдповiдь: µ =
1

x
.

1.13. Показати, що пфаффова форма двох змiнних δQ =

X(x, y)dx+Y (x, y)dy завжди має iнтегруючий множник β(x, y), такий,
що βδQ = dS, де dS — повний диференцiал.

1.14. Показати, що пфаффова форма трьох змiнних δΠ = −ydx+

xdy + kdz не має iнтегруючого множника (тут k = const).

1.15. Диференцiал функцiї двох змiнних має вигляд

df(x, y) = P (x, y)dx + Q(x, y)dy.

Виразити функцiї P та Q через частиннi похiднi вiд f.

Вiдповiдь: P =

(
∂f

∂x

)

y

, Q =

(
∂f

∂y

)

x

.

1.16. Використовуючи метод якобiанiв, довести спiввiдношення
(

∂x

∂y

)

z

(
∂y

∂z

)

x

(
∂z

∂x

)

y

= −1.
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1.17. Використовуючи метод якобiанiв, довести спiввiдношення

(
∂x

∂y

)

u

=

(
∂u

∂v

)

x(
∂u

∂v

)

y

(
∂x

∂y

)

v

.

1.18. Знайти перетворення Лежандра функцiї f(x) =
1

α
xα.

Вiдповiдь:
1

β
pβ ,

1

α
+

1

β
= 1.

1.19. Знайти перетворення Лежандра функцiї f(x) =
1

2
e2x.

Вiдповiдь:
1

2
p(1 − ln p).

1.20. (P). Знайти вираз для елементарної роботи δA деформацiї
системи, яка знаходиться в умовах рiвномiрного всебiчного стиску.

Рис. 1.2. Елементарна деформацiя системи.

Розв’язання

Розглянемо систему, яка обмежена поверхнею S (див. Рис. 1.2). Видiлимо

на нiй елементарну площадку dS в околi бiжучої точки M. Позначимо силу, яка

дiє збоку системи на одиничну площадку поверхнi (механiчну напругу) через ~σ.

Тодi сила, що дiє на елементарну площадку dS дорiвнює ~σdS. Нехай в процесi

нескiнченно малої деформацiї точка M перейшла в точку M ′. Позначимо вектор

перемiщення точки M (вектор деформацiї) через d~u(M).

За механiчним означенням, робота дорiвнює добутку «сила·шлях». Тому еле-

ментарна робота системи при нескiнченно малiй деформацiї дорiвнює

δA =

∫

S

~σ(M)dS(M)d~u(M).

11



Розглянемо ситуацiю, коли система знаходиться в умовах рiвномiрного все-

бiчного стиску. Це означає, що на систему в кожнiй точцi її поверхнi в напрямку

нормалi до поверхнi дiє однакова сила. В цьому випадку механiчна напруга дорiв-

нює

~σ(M) = p~n(M), p = const.

Тут ~n(M) — зовнiшня нормаль до поверхнi в точцi M, p — тиск, створений зов-

нiшнiм середовищем. Будемо нехтувати змiною тиску при нескiнченно малих де-

формацiях. В цьому випадку елементарна робота

δA =

∫

S

p~n(M)dS(M)d~u(M) = p

∫

S

dS(M)~n(M)d~u(M).

Пiдiнтегральний вираз dS(M)~n(M)d~u(M) дорiвнює об’єму нескiнченно мало-

го цилiндрика з площею основи dS i висотою ~nd~u = dun. Тому iнтеграл по усiй

поверхнi вiд цiєї величини дає змiну об’єму системи при деформацiї
∫

S

dS(M)~n(M)d~u(M) = dV.

Остаточно

δA = pdV.

1.21. Чому дорiвнює робота газу при його розширеннi у вакуум?
Вiдповiдь: A = 0.

1.22. При охолодженнi газу методом Джоуля – Томсона, газ про-
тискується через пористу перегородку так, що тиск лiворуч i право-
руч перегородки залишається неоднаковий, рiвний p1 в однiй частинi
посудини i p2 — в другiй. Визначити виконану газом роботу, якщо на
початку процесу газ займав об’єм V1, а в кiнцi V2. Вважати, що p1 > p2.

Вiдповiдь: A = p2V2 − p1V1.

1.23. (P). Знайти вираз для елементарної роботи δAM намагнi-
чення одиницi об’єму магнетика, який знаходиться в однорiдному ма-
гнiтному полi ~H.

Розв’язання

Розглянемо однорiдний магнетик помiщений в магнiтне поле напруженiстю
~H.

Як вiдомо, магнiтне поле, на вiдмiну вiд електричного, не виконує роботи

над зарядами, що рухаються в цьому полi. Тому для обчислення змiни енергiї

магнетика при внесеннi його в магнiтне поле слiд враховувати електричне поле,

яке iндукується при змiнi магнiтного поля.

Нехай заряд розподiлений з густиною ρ. Тодi сила, яка дiє збоку електричного

поля напруженiстю ~E на елемент магнетика dV дорiвнює

~F = ρdV ~E.
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За час dt електричне поле виконує над системою роботу

δA = −dt

∫
ρ~v ~EdV = dt

∫
~j ~EdV.

Скористаємося рiвнянням Максвелла

rot ~H =
4π

c
~j.

Маємо

δA = dt
c

4π

∫
~Erot ~HdV.

Скористаємося векторною тотожнiстю

div
[

~A × ~B
]

= ~Brot ~A − ~Arot ~B.

Одержимо

δA = −dt
c

4π

∫
div
[
~E × ~H

]
dV + dt

c

4π

∫
~Hrot ~EdV.

Перший iнтеграл перетворюємо за теоремою Остроградського — Гаусса
∫

VS

div~adV =

∮

SV

~ad~S

в поверхневий. Оберемо поверхню iнтегрування SV на нескiнченностi, де вiдсутнi

поля, тодi цей iнтеграл дорiвнюватиме нулю.

Таким чином, маємо

δA = dt
c

4π

∫
~Hrot ~EdV.

Використаємо ще одне рiвняння Максвелла

rot ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
.

Одержимо

δA = −dt
1

4π

∫
~H∂ ~B

∂t
dV.

Враховуючи, що
∂ ~B

∂t
dt = d ~B, одержимо

δA = − 1

4π

∫
~Hd ~BdV.

Вектор iндукцiї магнiтного поля пов’язаний з напруженiстю зовнiшнього поля спiв-

вiдношенням
~B = ~H + 4π ~M,

де ~M — намагнiченiсть магнетика (магнiтний момент одиницi об’єму магнетика).

Маємо

δA = −
∫ ~Hd ~H

4π
dV −

∫
~Hd ~MdV.

Перший доданок описує роботу при змiнi магнiтного поля у вакуумi. Другий до-

данок описує роботу намагнiчення.
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Остаточно, елементарна робота намагнiчення одиницi об’єму магнетика

δAM = − ~Hd ~M.

Зауважимо, що запропоноване вище виведення елементарної роботи намагнi-

чення магнетика не може бути застосоване до феромагнетика, в якого потенцiальна

енергiя в зовнiшньому полi не зводиться до сили Лоренца.

1.24. Знайти вираз для елементарної роботи δAP поляризацiї оди-
ницi об’єму дiелектрика, що знаходиться в однорiдному електричному
полi ~E .

Вiдповiдь: δAP = −~Ed~P , де ~P — поляризацiя дiелектрика.

1.25. Гумовий джгут розтягується пiд дiєю сили f. Чому дорiвнює
елементарна робота розтягу джгута δAf?

Вiдповiдь: δAf = −fdl, де l — довжина джгута.

1.26. Показати, що елементарна робота не є повним диференцiа-
лом.
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Роздiл 2

Рiвняння стану. Перший принцип

термодинамiки

Стан термодинамiчної рiвноваги макроскопiчної системи задає-
ться макроскопiчними величинами — температурою T та одним або
кiлькома зовнiшнiми параметрами xi (наприклад, об’ємом, напруже-
ностю магнiтного чи електричного поля, деформацiєю тощо). Кожно-
му зовнiшньому параметру xi вiдповiдає узагальнена сила Yi (напри-
клад, об’єму V вiдповiдає тиск p, напруженостi електричного поля ~E

— поляризацiя ~P ).
Функцiональна залежнiсть узагальненої сили i макроскопiчних

величин задається термiчним рiвнянням стану :

Yi = Yi(T, x1, . . . , xn).

Термiчне рiвняння стану для простої термодинамiчної системи
має вигляд:

p = p(T, V ).

Одним з найпростiших є термiчне рiвняння стану iдеаль-

ного газу , яке досить точно описує розрiдженi гази:

p =
m

µ

RT

V
= ν

RT

V
.

Найпростiше термiчне рiвняння стану, яке враховує вiдхилення
газу вiд iдеальностi — рiвняння Ван дер Ваальса :

p = ν
RT

V − νb
− ν2a

V 2
.

Термiчне рiвняння стану фотонного газу (рiвноважного випромi-
нювання):

p =
1

3
σT 4, σ = const.
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У випадку сумiшi газiв справедливий закон Дальтона : тиск
створений сумiшшю газiв дорiвнює сумi парцiальних тискiв компонент

p =
∑

i

pi,

тут pi =
mi

µi

RT

V
— парцiальний тиск i−го компонента.

Перший принцип термодинамiки . Тепло поглинуте систе-
мою, дорiвнює сумi виконаної нею роботи i приросту внутрiшньої енер-
гiї:

δQ = dU + δA.

Елементарна робота системи:

δA =
∑

i

Yidxi.

Теплоємнiсть :

C =
δQ

dT
.

Залежнiсть внутрiшньої енергiї вiд параметрiв стану визначається
калоричним рiвнянням стану :

U = U(T, x1, . . . , xn).

Для простої термодинамiчної системи калоричне рiвняння стану
має вигляд:

U = U(T, V ).

Калоричне рiвняння стану одного моля iдеального газу має ви-
гляд:

U = U(T ) = CV T

Зв’язок мiж термiчним i калоричним рiвняннями стану для про-
стої термодинамiчної системи дається спiввiдношенням:

(
∂U

∂V

)

T

= T

(
∂p

∂T

)

V

− p.

2.1. Iдеальний газ при тисковi 1 Па i при температурi 20◦С займає
об’єм 164 м3. Який об’єм тiєї ж маси газу за нормальних умов?

Вiдповiдь: V = 1, 5 · 10−3 м3.
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2.2. З експерименту вiдомо, що 5 г кисню при температурi 150◦С
i тисковi 173,3 кПа займає об’єм 4 л. З’ясувати, iз скiлькох атомiв
складаються молекули кисню.

Вiдповiдь: Iз двох.

2.3. Посудина об’ємом 0,01 м3 роздiлена навпiл напiвпроникною
перегородкою. В одну половину посудини вводиться 2 г водню i 4 г
гелiю. Через перегородку може дифундувати лише водень. Визначити
тиски, якi встановляться в обох половинах посудини, якщо темпера-
тура в посудинi дорiвнює 100◦С. Гази вважати iдеальними.

Вiдповiдь: pH2
= 320 кПа, pH2+He = 960 кПа.

2.4. Цилiндрична посудина роздiлена поршнем, який може руха-
тися без тертя. В одну частину вводиться кисень, в iншу – гелiй такої
ж маси, як кисень. Визначити рiвноважне положення поршня, якщо
довжина посудини 85 см.

Вiдповiдь: Довжина комiрки, яку займає кисень, дорiвнює 5 см.

2.5. Показати, що якщо термiчне рiвняння стану має вигляд p =

p(T, V ), то виконується спiввiдношення:

pαp = kαV ,

де αp =
1

p

(
∂p

∂T

)

V

— тепловий коефiцiєнт тиску при постiйному об’ємi,

αV =
1

V

(
∂V

∂T

)

p

— коефiцiєнт теплового розширення при постiйному

тисковi, k = −V

(
∂p

∂V

)

T

— iзотермiчний об’ємний модуль пружностi.

2.6. Один кiломоль кисню знаходиться при температурi 300 К
i тисковi 10 МПа. Визначити об’єм, який займає кисень, вважаючи,
що вiн описується рiвнянням стану: а) iдеального газу; б) Ван дер
Ваальса. Постiйнi в рiвняннi Ван дер Ваальса для кисню дорiвнюють:
a = 1, 35 · 105 Па·м6/кмоль2, b = 3 · 10−2 м3/кмоль.

Вiдповiдь: а) V = 0, 249 м3; б) V = 0, 232 м3.

2.7. Термiчне рiвняння стану можна записати у формi

pV = RT

(
1 +

A

V
+

B

V 2
+

C

V 3
+ · · ·

)
,
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де A, B, C, . . . – функцiї температури, якi називаються вiдповiдно пер-
шим, другим, третiм i т.д. вiрiальними коефiцiєнтами. Знайти перший
i другий вiрiальнi коефiцiєнти для газу Ван дер Ваальса. Визначити
температуру Бойля (температуру, при якiй обертається на нуль пер-
ший вiрiальний коефiцiєнт).

Вiдповiдь: A = b − a

RT
, B = b2. TB =

a

Rb
.

2.8. (P). Обчислити роботу, яку виконує ν молей iдеального газу
при розширеннi вiд об’єму V1 до об’єму V2 в двох випадках: а) розши-
рення iзотермiчне; б) розширення iзобарне.

Розв’язання

Елементарна робота, яку виконує газ

δA = pdV.

При розширеннi вiд об’єму V1 до об’єму V2 робота газу дорiвнює

A =

V2∫

V1

δA =

V2∫

V1

pdV.

Значення одержаного iнтеграла залежить вiд типу процесу i рiвняння стану газу.

а). Розглянемо спершу iзотермiчне розширення iдеального газу (T = const,

pV = νRT ). В цьому випадку, маємо

A =

V2∫

V1

νRT
dV

V
= νRT

V2∫

V1

dV

V
= νRT ln

V2

V1
.

б). У випадку iзобарного розширення iдеального газу (p = const, pV = νRT ), маємо

A =

V2∫

V1

pdV = p

V2∫

V1

dV = p(V2 − V1).

2.9. Обчислити роботу, яку виконує моль газу Ван дер Ваальса
при розширеннi вiд об’єму V1 до об’єму V2 в двох випадках: а) розши-
рення iзотермiчне; б) розширення iзобарне.

Вiдповiдь: а) A = RT ln
V2 − b

V1 − b
+ a

(
1

V2
− 1

V1

)
; б) A = p(V2 − V1).

2.10. Iдеальний газ, який займає об’єм V = 5 · 10−3 м3 i знахо-
диться пiд тиском p = 200 кПа та температурi T = 290 K, нагрiває-
ться при постiйному об’ємi, а потiм iзобарично розширюється. Робота
розширення дорiвнює 200 Дж. На скiльки градусiв нагрiвся газ при
iзобаричному розширеннi?
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Вiдповiдь: ∆T ≈ 58 К.

2.11. Один моль кисню, що знаходився при температурi 27◦С,
при iзотермiчному розширеннi поглинув 1728 Дж тепла. Визначити, в
скiльки разiв збiльшився об’єм газу.

Вiдповiдь: В два рази.

2.12. 3 л повiтря при тисковi 100 кПа iзотермiчно стискають до
об’єму 0,5 л. Визначити кiлькiсть тепла, яке видiляється при такому
стисненнi. Повiтря вважати iдеальним газом.

Вiдповiдь: Q ≈ 0, 54 кДж.

2.13. Деяка маса азоту (N2) переводиться зi стану 1 (p1 = 105 Па,
V1 = 5 л) в стан 2 (p2 = 3 · 105 Па, V2 = 2 л). Перехiд зi стану 1 в стан
2 здiйснювався в два етапи: спочатку по iзобарi, потiм по iзохорi. З’я-
сувати, такий перехiд супроводжувався поглинанням чи видiленням
тепла? Розрахувати поглинуте або видiлене в процесi тепло.

Вiдповiдь: Q = −0, 656 кДж (тепло видiляється).

2.14. Яку частку кiлькостi тепла, що надається одному молю iде-
ального газу при iзобарному розширеннi, становить виконана ним ро-
бота?

Вiдповiдь:
A

Q
= 1 − 1

γ
, де γ =

Cp

CV
– показник адiабати.

2.15. Визначити, яку кiлькiсть тепла потрiбно надати одному мо-
лю газу Ван дер Ваальса, щоб вiн розширився при постiйному тисковi
вiд об’єму V1 до об’єму V2. Калоричне рiвняння стану газу Ван дер
Ваальса має вигляд: U(T, V ) = CV T − a

V
+ U0.

Вiдповiдь: Q =
CV

R

[(
p +

a

V 2
2

)
(V2 − b)−

(
p +

a

V 2
1

)
(V1 − b)

]
+ p(V2 − V1)−

−a

(
1

V2
− 1

V1

)
.

2.16. При адiабатному стисненнi одного кiломоля iдеального дво-
хатомного газу була виконана робота 146 кДж. На скiльки змiнилася
температура газу при стисненнi?

Вiдповiдь: ∆T ≈ 7 К.

2.17. З балона, який мiстить водень при тисковi 10 атм i темпе-
ратурi 18◦С, випустили половину газу. Вважаючи цей процес адiаба-
тичним, визначити кiнцеву температуру i тиск.
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Вiдповiдь: T = 220 К, p = 380 кПа.

2.18. (P). Виходячи з першого принципу термодинамiки, отри-
мати загальний вираз Cp − CV для довiльного газу.

Розв’язання

Запишемо перший принцип термодинамiки:

δQ = dU + pdV =

(
∂U

∂T

)

V

dT +

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

]
dV. (2.1)

За означенням теплоємнiсть:

C =
δQ

dT
.

Використовуючи (1.1), одержуємо:

Cp =

(
∂U

∂T

)

V

+

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

](
∂V

∂T

)

p

,

CV =

(
∂U

∂T

)

V

.

Звiдси знаходимо, що

Cp − CV =

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

](
∂V

∂T

)

p

.

2.19. Знайти рiзницю Cp−CV для одного моля: а) iдеального газу;
б) газу Ван дер Ваальса.

Вiдповiдь: а) Cp − CV = R; б) Cp − CV =
R

1 − 2a(V −b)2

RTV 3

.

2.20. (P). Виходячи з першого принципу термодинамiки, отрима-
ти диференцiальне рiвняння адiабати в змiнних T, V для довiльного
газу.

Розв’язання

Запишемо перший принцип термодинамiки:

δQ = dU + pdV =

(
∂U

∂T

)

V

dT +

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

]
dV. (2.1)

В адiабатному процесi δQ = 0. Тодi (2.1) набуде вигляду:

(
∂U

∂T

)

V

dT +

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

]
dV = 0. (2.2)

Скористаємося виразами (див. розв’язок задачi 2.22):

(
∂U

∂V

)

T

+ p =
Cp − CV(

∂V
∂T

)

p

,

(
∂U

∂T

)

V

= CV .
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Тодi (2.2) набуде вигляду:

CV dT +
Cp − CV(

∂V
∂T

)

p

dV = 0.

Запроваджуючи позначення
Cp

CV
= γ, одержуємо диференцiальне рiвняння адiаба-

ти у виглядi:

dT +
γ − 1(
∂V
∂T

)

p

dV = 0.

2.21. Отримати рiвняння адiабати iдеального газу в змiнних T,

V .
Вiдповiдь: TV γ−1 = const.

2.22. Отримати рiвняння адiабати газу Ван дер Ваальса в змiнних
T, V .

Вiдповiдь: T (V − b)R/CV = const.

2.23. Отримати рiвняння адiабати iдеального парамагнетика, для
якого виконується закон Кюрi χ =

c

T
, (M = χH, c − const), а вну-

трiшня енергiя не залежить вiд намагнiченостi M .

Вiдповiдь: HM−γ = const, γ =
CH

CM
.

2.24. При адiабатному стисненнi об’єм деякого iдеального газу
зменшився в 10 разiв, а тиск збiльшився в 21,4 разiв. Визначити γ.

Вiдповiдь: γ = 1, 33.

2.25. Головною причиною зниження температури атмосфери з ви-
сотою є адiабатне розширення потокiв повiтря. Розглядаючи атмосфе-
ру як iдеальний газ, визначити змiну температури з висотою.

Вiдповiдь:
dT

dh
= −γ − 1

γ

µg

R
≈ −10

град

км
.

2.26. Вертикальний стовп iдеального газу знаходиться в гравiта-
цiйному полi Землi. Визначити теплоємнiсть газу, якщо стовп нескiн-
ченний.

Вiдповiдь: C = Mcp, де M — маса усього газу в стовпi.

2.27. Визначити теплоємнiсть iдеального газу в процесi pV 2 =

const.
Вiдповiдь: C = 2CV − Cp.
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2.28. Визначити теплоємнiсть iдеального газу в процесi p2V =

const.
Вiдповiдь: C = 2Cp − CV .

2.29. Показати, що мiж коефiцiєнтами адiабатичної κад =

− 1

V

(
∂V

∂p

)

ад

та iзотермiчної κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)

T

стискуваностей iснує

зв’язок: κад =
1

γ
κT .

2.30. Виразити швидкiсть поширення звуку в рiдинi або газi через
iзотермiчну стискуванiсть κT i показник адiабати γ.

Вiдповiдь: υs =

√
γ

µ
· V

κT
.

2.31. (P). Показати, що швидкiсть звуку в iдеальному газi про-
порцiйна

√
T .

Розв’язання

Використовуючи результат попередньої задачi, запишемо швидкiсть пошире-

ння звуку в газi у виглядi:

υs =

√
γ

µ
· V

κT
.

Обчислимо iзотермiчну стискуванiсть iдеального газу (pV = RT ):

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)

T

=
1

V
· RT

p2
=

V

RT
.

Таким чином, швидкiсть поширення звуку в iдеальному газi:

υs =

√
γ

µ
RT ∼

√
T .

2.32. Визначити швидкiсть звуку в газi Ван дер Ваальса.

Вiдповiдь: υs ≈ V

V − b

√
γ

µ
RT .

2.33. Виходячи з першого принципу термодинамiки, отримати ди-
ференцiальне рiвняння полiтропи в змiнних T, V для довiльного газу.

Вiдповiдь:
C − CV

Cp − CV

dT

T
− dV

V
= 0.

2.34. Отримати рiвняння полiтропи iдеального газу в змiнних T,

V .
Вiдповiдь: TV n−1 = const.
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2.35. (P). Обчислити роботу, яку виконує ν молей iдеального газу
при полiтропному розширеннi з показником n вiд об’єму V1 до об’єму
V2.

Розв’язання

Робота газу при розширеннi вiд об’єму V1 до об’єму V2 дорiвнює:

A =

V2∫

V1

pdV.

Для обчислення iнтеграла скористаємося рiвнянням полiтропи: pV n = const =

p1V n
1 .

Маємо:

A =

V2∫

V1

p1V n
1

V n
dV = p1V n

1

V2∫

V1

dV

V n
=

p1V n
1

n − 1

(
1

V n−1
1

− 1

V n−1
2

)
.

2.36. Яку кiлькiсть тепла отримує моль iдеального газу в процесi
полiтропного розширення вiд об’єму V1 до об’єму V2, якщо початковий
тиск газу p1, а показник полiтропи n?

Вiдповiдь: Q =
γ − n

γ − 1
· p1V n

1

n − 1

(
1

V n−1
1

− 1

V n−1
2

)
.

2.37. Для iдеального газу знайти рiвняння процесу, в якому те-
плоємнiсть C = αT (α − const).

Вiдповiдь: TV γ−1e−αT/CV = const.

2.38. В процесi полiтропного стиснення двохатомний iдеальний
газ вiддає 6 ккал тепла. Знайти змiну внутрiшньої енергiї i виконану
над газом роботу, якщо об’єм газу зменшився в 5 разiв, а тиск збiль-
шився в 4 рази.

Вiдповiдь: ∆U = −6, 54 кДж, A = −18, 6 кДж.

2.39. Стиснення iдеального газу вiдбувається по полiтропi з по-
казником n = 0, 9. Як при цьому буде змiнюватись внутрiшня енергiя?

Вiдповiдь: ∆U < 0.

2.40. В процесi полiтропного стиснення над iдеальним газом бу-
ла виконана робота 196 кДж i вiдведено 60 ккал тепла. Визначити
показник полiтропи, якщо γ = 1, 4.

Вiдповiдь: n = 0, 9.
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Роздiл 3

Другий принцип термодинамiки. Ентропiя

Другий принцип термодинамiки визначає напрямок протiкання тер-
модинамiчних процесiв.

Формулювання другого принципу термодинамiки:

• (Клаузiус) Неможливий процес, єдиним кiнцевим результатом
якого був би самовiльний перехiд тепла вiд одного тiла до дру-
гого з вищою температурою.

• (Томсон) Неможливий циклiчний процес, єдиним результатом
якого було б виробництво позитивної роботи за рахунок тепла,
взятого з якогось резервуара.

• (Каратеодорi) В околi будь-якого стану iснують стани, яких не
можна досягти з вихiдного квазiстатичним адiабатним процесом.

Коефiцiєнт корисної дiї теплової машини

η =
A

Q1
,

де A – робота, виконана робочим тiлом за цикл, Q1 – кiлькiсть тепла,
отриманого робочим тiлом за цикл.

Для циклу Карно , який складається iз двох iзотерм i двох адi-
абат (див. Рис. 3.1), коефiцiєнт корисної дiї дорiвнює

η = 1 − Q2

Q1
.

Тут Q2 – кiлькiсть тепла, що вiддає робоче тiло холодильнику.
Лема Карно. Коефiцiєнт корисної дiї теплової машини, яка ви-

користовує iдеальний газ як робоче тiло, i працює за циклом Карно,
дорiвнює

η = 1 − T2

T1
,
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Рис. 3.1. Цикл Карно.

де T1 – температура нагрiвача, T2 – температура холодильника.
Теорема Карно. Коефiцiєнт корисної дiї необоротної машини

Карно не перевищує коефiцiєнта корисної дiї оборотної машини Кар-
но, яка використовує тi ж термостати для одержання i вiддачi тепла.
Як наслiдок, коефiцiєнти корисної дiї всiх оборотних машин Карно
однаковi, тобто залежать лише вiд емпiричних температур нагрiвача
та холодильника i не залежать вiд роду робочої речовини.

Якщо цикл Карно (див. Рис. 3.1) провести в зворотному напрям-
ку (1 → 4 → 3 → 2 → 1), то отримаємо холодильну машину. В
такiй машинi, за рахунок зовнiшньої роботи A, кiлькiсть тепла Q2 вiд-
бирається вiд резервуара з нижчою температурою (холодильника) i
вiддається кiлькiсть тепла Q1 резервуару з вищою температурою (на-
грiвачевi).

Ефективнiсть холодильної машини визначається спiввiд-
ношенням

η∗ =
Q2

A
.

Ефективнiсть холодильної машини, яка працює за зворотнiм ци-
клом Карно

η∗ =
T2

T1 − T2
.

Нерiвнiсть Клаузiуса. Для довiльного процесу сума зведених
теплот не перевищує нуля:

∑

i

Qi

Ti

≤ 0.

Рiвнiсть має мiсце для оборотного процесу.
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З нерiвностi Клаузiуса, записаної для неперервного оборотного
циклiчного процесу, випливає висновок щодо iснування функцiї стану
— ентропiї :

S(A) =

A∫

A0

δQ

T
,

де A0 – фiксований стан, а A – стан, в якому визначаємо ентропiю.
Диференцiал ентропiї:

dS =
δQ

T
.

Принцип зростання ентропiї. В адiабатично замкненiй си-
стемi ентропiя не може зменшуватися, а може зростати або залишатися
незмiнною:

∆S ≥ 0.

Основна термодинамiчна тотожнiсть. Об’єднаний пер-
ший та другий принципи термодинамiки:

TdS = dU +
∑

i

Yidxi.

Для газiв основна термодинамiчна тотожнiсть має вигляд:

TdS = dU + pdV.

Для магнетикiв основна термодинамiчна тотожнiсть має вигляд:

TdS = dU − ~Hd ~M.

3.1. (P). Довести еквiвалентнiсть формулювань другого принци-
пу термодинамiки Клаузiуса та Томсона.

Розв’язання

Два твердження еквiвалентнi (рiвнозначнi), якщо вони знаходяться один що-

до одного як у достатньому, так i в необхiдному зв’язку. Зауважимо, що коли

твердження A та B пов’язанi так, що з A завжди випливає B, то це означає, що

якщо має мiсце B (не B), то обов’язково маємо A (не A).

Почнiмо з припущення, що твердження Клаузiуса є неправильним (тобто має

мiсце Кл.) i отримаємо порушення принципу Томсона (Т) (див. Рис. 3.2а).

Отже, ми припускаємо, що певна кiлькiсть тепла Q перейшла вiд резервуара

R2 з температурою T2 до резервуара R1 з температурою T1, при цьому T2 < T1.

Здiйснимо поряд з цим процесом цикл Карно. Нехай Q1 – тепло, що береться вiд
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Рис. 3.2.

нагрiвача, а Q2 – тепло, вiддане холодильнику. Робота в циклi Карно A = Q1 −Q2.

Зорганiзуємо цикл Карно так, щоб Q2 = Q. Таким чином, ми одержуємо позитивну

роботу за рахунок теплоти вiд резервуара R1 за вiдсутностi змiн у робочому тiлу

та навколишнiх тiлах. Тим самим, одержуємо Т. Отже, ми довели зв’язок Т → Кл.

Припустiмо тепер, що має мiсце Т. Тобто ми вважаємо, що в циклiчному

процесi одержано роботу A > 0 за рахунок тепла Q, взятого з резервуара R1,

тобто A = Q (див. Рис. 3.2б). Використаємо цю роботу для виконання циклу Карно

в холодильному режимi. При цьому передамо тепло Q1 до R1 та вiднiмемо Q2 вiд

R2. Об’єднаний результат обох процесiв полягає в тому, що вiд R1 до R2 передано

тепло Q2, при цьому T2 < T1. Справдi, R1 отримує тепло Q1 − Q = Q1 − A =

Q1 − (Q1 − Q2) = Q2. Отже, ми отримали Кл. Звiдси слiдує, що Кл → Т.

Таким чином, принципи Клаузiуса i Томсона еквiвалентнi (Кл ↔ Т.)

3.2. Довести еквiвалентнiсть формулювань другого принципу
термодинамiки Томсона та Каратеодорi.

3.3. Чи можливий процес в якому все тепло, взяте вiд резервуара,
перетворюється в роботу?

3.4. Деяка система здiйснює оборотний iзотермiчний циклiчний
процес. Довести, що кiлькiсть тепла, поглинута системою, та вико-
нана нею робота в такому процесi дорiвнюють нулю. При доведеннi
використати: а) принцип Томсона; б) нерiвнiсть Клаузiуса.

3.5. Використовуючи принцип Томсона, довести, що процес змi-
шування двох рiзних iдеальних газiв шляхом дифузiї є незворотнiм.

3.6. (P). Виходячи з основної термодинамiчної тотожностi, дове-
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сти спiввiдношення
(

∂U

∂V

)

T

= T

(
∂p

∂T

)

V

− p.

Розв’язання

Будемо виходити з основної термодинамiчної тотожностi:

TdS = dU + pdV. (3.1)

Розглядаючи ентропiю i внутрiшню енергiю як функцiї температури i об’єму, пе-

репишемо (3.1) у виглядi:
(

∂S

∂T

)

V

dT +

(
∂S

∂V

)

T

dV =
1

T

[(
∂U

∂T

)

V

dT +

{(
∂U

∂V

)

T

+ p

}
dV

]
.

Звiдси випливає, що
(

∂S

∂T

)

V

=
1

T

(
∂U

∂T

)

V

,

(
∂S

∂V

)

T

=
1

T

{(
∂U

∂V

)

T

+ p

}
.

Обчислимо мiшанi похiднi
(

∂2S

∂T∂V

)
=

1

T

(
∂2U

∂T∂V

)
,

(
∂2S

∂V ∂T

)
=

1

T

(
∂2U

∂V ∂T

)
+

1

T

(
∂p

∂T

)

V

− 1

T 2

{(
∂U

∂V

)

T

+ p

}
.

З рiвностi мiшаних похiдних одержуємо
(

∂U

∂V

)

T

= T

(
∂p

∂T

)

V

− p.

3.7. Довести, що внутрiшня енергiя U газу з термiчним рiвнянням
стану p = Tf(V ) не залежить вiд об’єму.

3.8. Довести, що теплоємнiсть CV газу з термiчним рiвнянням
стану p = Tf(V ) не залежить вiд об’єму.

3.9. Внутрiшня енергiя одиницi об’єму речовини u залежить
лише вiд температури. Її термiчне рiвняння стану має вигляд

p =
1

3

U(T )

V
≡ 1

3
u(T ). Визначити залежнiсть густини внутрiшньої енер-

гiї речовини вiд температури.
Вiдповiдь: u(T ) = const · T 4.

3.10. (P). Показати, що у парамагнетика, який пiдлягає закону

Кюрi χ =
c

T
(χ — магнiтна сприйнятливiсть, c — стала Кюрi), внутрi-

шня енергiя не залежить вiд напруженостi магнiтного поля.
Розв’язання
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Основна термодинамiчна тотожнiсть для магнетикiв має вигляд

TdS = dU − HdM.

Звiдси знаходимо (
∂U

∂M

)

T

= −T

(
∂H

∂T

)

M

+ H. (3.1)

Оскiльки M = χH =
cH

T
, то H =

M

c
T . Таким чином, одержуємо

(
∂H

∂T

)

M

=




∂
(

M
c

T
)

∂T




M

=
M

c
=

H

T
.

Пiдставляючи отриманий результат в (3.1), одержуємо

(
∂U

∂M

)

T

= 0, або
(

∂U

∂H

)

T

= 0.

3.11. Магнiтна сприйнятливiсть парамагнетика пiдлягає закону
Кюрi χ =

c

T
(c — стала Кюрi), а його внутрiшня енергiя визначається

спiввiдношенням U = aT 4 (a — позитивна константа). Визначити: а)
теплоту намагнiчення, коли поле зростає вiд 0 до H1, а температура
зберiгає стале значення T1; б) змiну температури при адiабатичному
зменшеннi поля вiд H1 до 0 (адiабатичне розмагнiчення).

Вiдповiдь: а) Q = − cH2
1

2T1
; б) ∆T = 3

√
T 3
1 − 3cH2

1

8aT 2
1

− T1.

3.12. Визначити змiну температури dT газу при його вiльному
розширеннi у вакуум вiд об’єму V до V +dV (метод охолодження Гей-
Люссака). Розглянути випадки: а) iдеального газу; б) газу Ван дер
Ваальса.

Вiдповiдь: dT =
1

CV

[
p − T

(
∂p

∂T

)

V

]
dV, а) dT = 0; б) dT = − a

CV

dV

V 2
.

3.13. Коефiцiєнт об’ємного розширення води при температурi
t = 4◦C змiнює знак i в iнтервалi температур вiд 0◦C до 4◦C є вiд’єм-
ний. Показати, що вода в даному температурному iнтервалi при адiа-
батичному стисненнi охолоджується.

3.14. (P). Визначити роботу, яку виконує один моль iдеального
газу в циклi, що складається з двох iзохор та двох iзобар: (p1, V1) →
(p1, V2) → (p2, V2) → (p2, V1) → (p1, V1). Яка кiлькiсть тепла поглинає-
ться робочим тiлом за цикл?

Розв’язання
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Оскiльки внутрiшня енергiя є функцiєю стану, то її змiна в циклiчному про-

цесi дорiвнює нулю. Тодi з першого принципу термодинамiки слiдує, що робота

виконана газом дорiвнює кiлькостi тепла, поглинутого ним. Обчислимо сумарну

роботу за цикл:

A = A1→2 + A2→3 + A3→4 + A4→1.

Оскiльки на ланках 2 → 3 та 4 → 1 об’єм не змiнюється, то A2→3 = A4→1 = 0.

На ланках 1 → 2 та 3 → 4 незмiнним є тиск, тому A1→2 = p1(V2 − V1), A3→4 =

p2(V1 − V2).

Таким чином, одержуємо:

Рис. 3.3. Цикл з двох iзохор i

двох iзобар.

A = p1(V2−V1)+p2(V1−V2) = (p1−p2)(V2−V1), Q = A.

Цей результат можна легко отримати, зна-

йшовши площу фiгури, обмеженої кривою,

що зображає циклiчний процес на дiаграмi

p−V. Справдi, заданий в умовi цикл на дi-

аграмi p−V зображується прямокутником

зi сторонами p1 − p2 та V2 − V1 (див. Рис.

3.3). Робота за цикл дорiвнює площi цього

прямокутника, тобто A = (p1−p2)(V2−V1).

3.15. Визначити роботу, яку виконує один моль iдеального газу в
циклi, що складається з двох iзотерм i двох iзобар: (p1, T1) → (p1, T2) →
(p2, T2) → (p2, T1) → (p1, T1). Яка кiлькiсть тепла поглинається робо-
чим тiлом за цикл?

Вiдповiдь: A = R(T2 − T1) ln
p1

p2
, Q = A.

3.16. Визначити роботу, яку виконує один моль iдеального га-
зу в циклi, що складається з двох iзохор i двох адiабат: (V1, T1) →
(V1, T2) → (V2, T3) → (V2, T4) → (V1, T1). Яка кiлькiсть тепла поглина-
ється робочим тiлом за цикл? Вiдповiдь виразити через об’єми V1, V2

та температури T1, T3.

Вiдповiдь: A = CV

[
T3

((
V2

V1

)γ−1

− 1

)
+ T1

((
V2

V1

)1−γ

− 1

)]
,

Q = A.

3.17. (P). Показати, що коефiцiєнт корисної дiї теплової машини,
яка використовує iдеальний газ як робоче тiло i працює за циклом

Карно, дорiвнює η = 1 − T2

T1
.

Розв’язання

За означенням, коефiцiєнтом корисної дiї називається величина, яка дорiвнює

вiдношенню виконаної робочим тiлом роботи A до кiлькостi тепла, взятого вiд

нагрiвача Q1:

η =
A

Q1
. (3.1)
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Застосовуючи перший принцип термодинамiки до циклу Карно, одержимо

A = Q1 − Q2,

де Q2 — кiлькiсть тепла вiддана робочим тiлом холодильнику. Таким чином, для

циклу Карно формула (3.1) набуває вигляду:

η = 1 − Q2

Q1
. (3.2)

Знайдемо вiдношення теплот Q1 та Q2. За умовою задачi, робочим тiлом є iде-

альний газ. Оскiльки внутрiшня енергiя iдеального газу не залежить вiд об’єму, а

лише вiд температури, то тепло Q1, яке передається робочому тiлу в iзотермiчному

процесi, повнiстю перетворюється в роботу. Аналогiчно для тепла Q2. Тому, маємо

спiввiдношення:

Q1 = A1 = RT1 ln
V2

V1
,

Q2 = A2 = RT2 ln
V3

V4
. (3.3)

З врахуванням (3.3), формула (3.2) набуває вигляду:

η = 1 −
T2 ln V3

V4

T1 ln V2

V1

. (3.4)

Неважко переконатися, що логарифми скорочуються. Справдi, згiдно з рiвнянням

адiабати в змiнних T − V , маємо спiввiдношення:

T1V γ−1
2 = T2V γ−1

3 ,

T1V γ−1
1 = T2V γ−1

4 . (3.5)

Звiдси випливає, що
V2

V1
=

V3

V4
. Таким чином, одержуємо:

η = 1 − T2

T1
.

3.18. Показати, що коефiцiєнт корисної дiї теплової машини, яка
використовує газ Ван дер Ваальса як робоче тiло i працює за циклом

Карно, дорiвнює η = 1 − T2

T1
.

3.19. Показати, що коефiцiєнт корисної дiї теплової машини,
яка використовує рiвноважний фотонний газ (теплове рiвноважне ви-
промiнювання) як робоче тiло i працює за циклом Карно, дорiвнює

η = 1 − T2

T1
.

3.20. Теплова машина працює за циклом Карно. Визначити кое-
фiцiєнт корисної дiї машини, якщо вiдомо, що за один цикл була ви-
конана робота 4,9 кДж i холодильнику було передано 5,4 ккал тепла.
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Вiдповiдь: η ≈ 17, 8%

3.21. Теплова машина, яка працює за циклом Карно, виконує за
цикл роботу 80 кДж. Температури нагрiвача i холодильника вiдповiд-
но рiвнi 100◦C i 0◦C. Визначити: а) кiлькiсть тепла, яке бере робоче
тiло вiд нагрiвача за цикл; б) кiлькiсть тепла, яке вiддає робоче тiло
холодильнику за цикл; в) коефiцiєнт корисної дiї теплової машини.

Вiдповiдь: а) Q1 ≈ 300 кДж; б) Q2 ≈ 220 кДж; в) η ≈ 26, 8%.

3.22. Холодильна машина, яка працює за оберненим циклом Кар-
но, передає тепло вiд холодильника з водою при температурi 0◦C ки-
п’ятильнику при температурi 100◦C. Яку кiлькiсть води потрiбно за-
морозити в холодильнику, щоб перетворити в пару 3 кг води в кип’я-
тильнику? Питома теплота плавлення льоду 3, 4 · 105 Дж/кг. Питома
теплота пароутворення води 2, 3 · 106 Дж/кг.

Вiдповiдь: 14,8 кг.

Рис. 3.4. Iлюстрацiя принципу роботи теплового насоса.

3.23. Надзвичайно ефективним пристроєм, з точки зору економiї
енергоресурсiв, є тепловий насос. Схематично, тепловий насос зобра-
жений на Рис. 3.4. Його принцип дiї аналогiчний до принципу дiї хо-
лодильника, тiльки тепло вiдбирається вiд навколишнього середовища
(наприклад, землi чи басейна з водою) з температурою T2 i передає-
ться кiмнатi з температурою T1 (T2 < T1.) При цьому компресор за ра-
хунок електроенергiї виконує роботу A. Кiлькiсною характеристикою
теплового насоса є його ефективнiсть COP (coefficient of performance)

COP =
що ми отримуємо
що ми платимо

=
Q1

A
.
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Довести, що для теплового насоса, який працює на оберненому циклi
Карно, справедлива рiвнiсть

COP =
T1

T1 − T2
.

Обчислити ефективнiсть теплового насоса, якщо t1 = 23◦C, t2 = 0◦C.
Вiдповiдь: COP=12,8. Це означає, що при використаннi теплового насоса

за даних умов, ми отримуємо в 12,8 разiв бiльше тепла, нiж вiд звичайного електро-

обiгрiвача, що споживає таку ж кiлькiсть електроенергiї як i компресор теплового

насоса.

3.24. Визначити коефiцiєнт корисної дiї теплової машини, яка ви-
користовує iдеальний газ як робоче тiло i працює за циклом Стiрлiнга,
який складається з двох iзохор i двох iзотерм. Порiвняйте вiдповiдь з
коефiцiєнтом корисної дiї машини Карно, яка працює з тими ж тем-
пературами.

Вiдповiдь: ηSt =
T1 − T2

T1 + CV
T1−T2

R ln
V1

V2

, ηSt < ηK .

3.25. Цикл двигуна Дизеля складається з наступних процесiв: 1)
всмоктування в цилiндр повiтря при тисковi p1; 2) адiабатичне сти-
скування повiтря до тиску p2 i вприск пального; 3) згоряння палива
з розширенням при постiйному тисковi; 4) адiабатне розширення про-
дуктiв горiння; 5) iзохорний вiдвiд тепла вiд цилiндра — вихлоп (див.
Рис. 3.5). Визначити коефiцiєнт корисної дiї двигуна Дизеля.

Вiдповiдь: ηDisel = 1 − ργ − 1

γεγ−1(ρ − 1)
, де ε =

V1

V2
, ρ =

V3

V2
.

3.26. В циклi Дизеля визначи-

Рис. 3.5. Цикл Дизеля.

ти параметри усiх точок i коефiцi-
єнт корисної дiї, якщо вiдомо, що
t1 = 37◦C, p1 = 101, 3 кПа, V1 = 1

м3, V2 = V1/12, V3 = 2V2. Робочим
тiлом є повiтря, яке можна вважати
iдеальним газом з постiйною тепло-
ємнiстю CV .

Вiдповiдь: p2 = 3, 284 МПа, T2 =

837, 6 К,V2 = 0, 083 м3;p2 = p3, T3 = 1675, 2

K, V2 = 0, 166 м3; p4 = 0, 267 МПа, T4 =

818, 1 K,V4 = V1; η ≈ 56, 7%.
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3.27. Визначити коефiцiєнт корисної дiї карбюраторного чотирьо-
хтактного двигуна внутрiшнтого згоряння, що працює за циклом Отто,
який складається з двох адiабат i двох iзохор: (V1, T1) → (V2, T2) →
(V2, T3) → (V1, T4) → (V1, T1). Вiдповiдь виразити через величину
ε = V1/V2 — степiнь стискування горючої сумiшi, яку можна вважати
iдеальним газом.

Вiдповiдь: ηOtto = 1 − ε1−γ .

3.28. В циклi Отто визначити параметри усiх точок i коефiцiєнт
корисної дiї, якщо вiдомо, що t1 = 100◦C, p1 = 101, 3 кПа, V2 = V1/6,
p3 = 1, 6p2. Робочим тiлом є двохатомний iдеальний газ масою 1 кг з
постiйною теплоємнiстю CV i молярною масою µ = 28 г/моль.

Вiдповiдь: V1 = 1, 09 м3; p2 = 1, 245 МПа, T2 = 764 К,V2 = 0, 182 м3;

p3 = 1, 992 МПа, T3 = 1222 К,V3 = V2; p4 = 0, 162 МПа, T4 = 597 К,V4 = V1;

η ≈ 51, 2%.

3.29. Визначити коефiцiєнт ко-

Рис. 3.6. Цикл Ленуара.

рисної дiї циклу Ленуара, який скла-
дається з iзохорного, адiабатного та
iзобарного процесiв (див. Рис. 3.6).
Вiдповiдь виразити через величину
δ = p2/p1 — степiнь пiдвищення ти-
ску.

Вiдповiдь:

ηLenuar = 1 − γ(δ
1

γ − 1)

δ − 1
.

3.30. (P). Термiчне та калоричне рiвняння стану для одного моля

iдеального газу мають вигляд: p =
RT

V
, U = CV T (CV = const). Ви-

ходячи з основної термодинамiчної тотожностi, отримати вираз для
ентропiї одного моля iдеального газу.

Розв’язання

Будемо виходити з основної термодинамiчної тотожностi:

TdS = dU + pdV =

(
∂U

∂T

)

V

dT +

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

]
dV.

Враховуючи термiчне та калоричне рiвняння стану, вираз для диференцiалу ен-

тропiї моля iдеального газу набуває вигляду:

dS =
CV

T
dT +

R

V
dV.

Звiдси

S = CV ln T + R ln V + S0, S0 − const.
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3.31. Термiчне та калоричне рiвняння стану рiвноважного фо-

тонного газу мають вигляд: p =
σT 4

3
, U = σT 4V . Виходячи з основної

термодинамiчної тотожностi отримати вираз для ентропiї рiвноважно-
го фотонного газу.

Вiдповiдь: S =
4

3
σT 3V + S0.

3.32. Термiчне та калоричне рiвняння стану одного моля газу Ван

дер Ваальса вiдповiдно мають вигляд: p =
RT

V − b
− a

V 2
, U = CV T − a

V
(CV = const). Виходячи з основної термодинамiчної тотожностi, отри-
мати вираз для ентропiї одного моля газу Ван дер Ваальса.

Вiдповiдь: S = CV ln T + R ln(V − b) + S0.

3.33. Визначити ентропiю речовини, для якої справедливi спiв-
вiдношення:

V = V0[1 + α(T − T0)],

(
∂V

∂p

)

T

= 0, Cp = const, V0, α, T0 − const.

Вiдповiдь: S = Cp lnT − αV0p + S0.

3.34. (P). Обчислити змiну ентропiї одного моля iдеального газу
при його полiтропному розширеннi (pV n = const) вiд об’єму V1 до
об’єму V2. Розглянути частиннi випадки: а) iзотермiчне розширення;
б) адiабатне розширення; в) iзобарне розширення.

Розв’язання

Ентропiя одного моля iдеального газу визначається спiввiдношенням:

S(T, V ) = CV ln T + R ln V + S0, S0 − const.

Перейдемо до змiнних p − V . Для цього використаємо термiчне рiвняння стану

iдеального газу: pV = RT. Одержуємо:

S(p, V ) = CV ln p + Cp lnV + S0.

Змiна ентропiї:

∆S = S(p2, V2) − S(p1, V1) = CV ln
p2

p1
+ Cp ln

V2

V1
.

Для полiтропного процесу: p1V n
1 = p2V n

2 . Звiдси
p2

p1
=

(
V2

V1

)−n

. Тому змiна ен-

тропiї моля iдеального газу в полiтропному процесi буде дорiвнювати

∆S = (Cp − nCV ) ln
V2

V1
.
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Розглянемо частиннi випадки:

а) iзотермiчне розширення (n = 1). Cp − nCV = R. ⇒ (∆S)T = R ln
V2

V1
;

б) адiабатне розширення (n = γ =
Cp

CV
). Cp − nCV = 0. ⇒ (∆S)ад = 0;

в) iзобарне розширення (n = 0). Cp − nCV = Cp. ⇒ (∆S)p = Cp ln
V2

V1
.

3.35. Обчислити змiну ентропiї одного моля iдеального газу при
його нагрiваннi вiд температури T1 до температури T2 в наступних
процесах: а) iзобарному; б) iзохорному. Теплоємностi Cp та CV є по-
стiйними.

Вiдповiдь: а) (∆S)p = Cp ln
T2

T1
; б) (∆S)V = CV ln

T2

T1
.

3.36. (P). Визначити змiну ентропiї при змiшуваннi двох однако-
вих мас iдеального газу, якi спочатку знаходились: а) при однаковому
тисковi p i при рiзних температурах T1 та T2; б) при однаковiй темпе-
ратурi T i рiзних тисках p1 та p2.

Розв’язання

Ентропiя ν молей iдеального газу, що займає об’єм V при температурi T

дорiвнює

S(T, V ) = ν(CV lnT + R ln
V

ν
+ S0), S0 = const.

З термiчного рiвняння стану iдеального газу знаходимо, що
V

ν
=

RT

p
. Звiдси

S(T, p) = ν(Cp lnT − R ln p + R lnR + S0). (3.1)

а) Розглянемо процес змiшування порцiй газу, якi знаходяться при однаковому

тисковi, але при рiзних температурах. Використовуючи властивiсть адитивностi

ентропiї, знаходимо ентропiю системи до змiшування:

S1 = S
(I)
1 + S

(II)
1 = ν(Cp lnT1 − R ln p + R ln R + S0) +

+ ν(Cp lnT2 − R ln p + R ln R + S0) =

= ν(Cp lnT1T2 − 2R ln p + 2R ln R + 2S0) =

= 2ν(
1

2
Cp ln T1T2 − R ln p + R ln R + S0).

Ентропiя системи пiсля змiшування:

S2 = S
(I+II)
2 = 2ν(Cp ln T − R ln p + R lnR + S0),

де T =
T1 + T2

2
— температура сумiшi.

Змiна ентропiї в процесi:

∆S = S2 − S1 = νCp
(
ln T 2 − lnT1T2

)
=

= νCp

(
ln

(
T1 + T2

2

)2

− lnT1T2

)
= νCp ln

(T1 + T2)2

4T1T2
≥ 0.
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б) Розглянемо процес змiшування порцiй газу, якi знаходяться при однаковiй тем-

пературi, але при рiзних тисках. Використовуючи властивiсть адитивностi ентропiї,

знаходимо ентропiю системи до змiшування:

S1 = S
(I)
1 + S

(II)
1 = ν(Cp ln T − R ln p1 + R lnR + S0) +

+ ν(Cp ln T − R ln p2 + R lnR + S0) =

= ν(2Cp lnT − R ln p1p2 + 2R ln R + 2S0) =

= 2ν(Cp lnT − 1

2
R ln p1p2 + R ln R + S0).

Ентропiя системи пiсля змiшування:

S2 = S
(I+II)
2 = 2ν(Cp ln T − R ln p + R ln R + S0), де p =

2p1p2

p1 + p2
− тиск сумiшi.

Справдi, з термiчного рiвняння стану випливає, що V1 =
νRT

p1
, V2 =

νRT

p2
, а

також V =
2νRT

p
, де

V = V1 + V2. Таким чином, маємо
1

p1
+

1

p2
=

2

p
. Звiдси p =

2p1p2

p1 + p2
.

Змiна ентропiї в процесi:

∆S = S2 − S1 = νR
(
ln p1p2 − ln p2

)
= νR

(
ln p1p2 − ln

(
2p1p2

p1 + p2

)2
)

=

= νR ln
(p1 + p2)2

4p1p2
≥ 0.

3.37. Один моль iдеального газу адiабатно розширюється у ваку-
ум вiд об’єму V1 до V2. Визначити змiну ентропiї в такому процесi.

Вiдповiдь: ∆S = R ln
V2

V1
.

3.38. Тiло з теплоємнiстю C1 i температурою T1 приводиться в
тепловий контакт iз тiлом з теплоємнiстю C2 i температурою T2. Об-
числити змiну ентропiї системи пiсля встановлення рiвноваги.

Вiдповiдь: ∆S = C1 ln
T

T1
+ C2 ln

T

T2
, де T =

C1T1 + C2T2

C1 + C2
.

3.39. Один кiлограм води при температурi 0◦C приводять у те-
пловий контакт iз термостатом, температура якого 50◦C. Визначити
змiну ентропiї пiсля встановлення рiвноваги: а) води; б) термостату;
в) системи «вода + термостат».

Вiдповiдь: а) (∆S)H2O = 703, 7 Дж/К; б) (∆S)Т = −647, 7 Дж/К; в) ∆S =

56 Дж/К.

3.40. Один кiлограм льоду, який знаходився при температурi
−40◦C, перетворили в пару. Вважати, що теплоємностi льоду i води
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є постiйними, i усi процеси вiдбуваються при постiйному атмосферно-
му тисковi. Обчислити змiну ентропiї в такому процесi, якщо питома
теплоємнiсть льоду, питома теплота плавлення льоду, питома тепло-
ємнiсть води i питома теплота пароутворення вiдповiдно дорiвнюють
2095 Дж/(кг К), 340 кДж/кг, 4200 Дж/(кг К) i 2300 кДж/кг.

Вiдповiдь: ∆S = 8800 Дж/К.
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Роздiл 4

Методи термодинамiки

Основними методами дослiдження термодинамiчних процесiв є
метод циклiв та метод термодинамiчних потенцiалiв.

Метод циклiв (кругових процесiв) полягає в тому, що для до-
слiдження певної закономiрностi термодинамiчного процесу пiдбирає-
ться оборотний цикл, до якого застосовується перший та другий прин-
ципи термодинамiки ∮

δQ = A,

∮
δQ

T
= 0.

Розписуючи iнтеграл по замкнутому контуру як суму iнтегралiв по ко-
жнiй ланцi обраного циклу, знаходяться спiввiдношення мiж термоди-
намiчними параметрами, що характеризують дослiджуваний процес.
Переважно над дослiджуваною системою уявно виконують оборотнiй
цикл Карно. При цьому використовується теорема Карно i вираз для
коефiцiєнта корисної дiї. Помiтним недолiком методу циклiв є те, що
при дослiдженi рiзних явищ потрiбно кожного разу пiдiбрати вiдпо-
вiдний цикл.

Бiльш сучасним i гнучким є метод термодинамiчних по-

тенцiалiв (характеристичних функцiй), який був розвинутий Гiбб-
сом.

Вiдправною точкою в цьому методi є основна термодинамiчна то-
тожнiсть записана у формi

dS =
1

T
dU +

1

T
δA.

Розглянемо суть методу термодинамiчних потенцiалiв на прикладi
простої термодинамiчної системи, для якої основна термодинамiчна
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тотожнiсть має вигляд

dS =
1

T
dU +

p

T
dV.

В такому виглядi вона визначає диференцiал ентропiї, розглядуваної
як функцiя внутрiшньої енергiї та об’єму:

S = S(U, V ).

Очевидно, що (
∂S

∂U

)

V

=
1

T
,

(
∂S

∂V

)

U

=
p

T
.

Зауважимо, що набiр змiнних, вiд яких залежить термодинамiчний по-
тенцiал називають характеристичними параметрами термоди-
намiчного потенцiалу. Кожен термодинамiчний потенцiал має «свiй»
набiр характеристичних параметрiв.

Запишемо основну термодинамiчну тотожнiсть в iншому виглядi,
а саме:

dU = TdS − pdV.

В такому разi внутрiшню енергiю слiд розглядати як функцiю ентропiї
та об’єму:

U = U(S, V ).

При цьому (
∂U

∂S

)

V

= T,

(
∂U

∂V

)

S

= −p.

Iншi термодинамiчнi потенцiали отримуються з основної термо-
динамiчної тотожностi перетворенням Лежандра.

Вiльна енергiя

F = U − TS.

dF = −SdT − pdV.
(

∂F

∂T

)

V

= −S,

(
∂F

∂V

)

T

= −p.

F = F (T, V ).

Ентальпiя

H = U + pV.

dH = TdS + V dp.
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(
∂H

∂S

)

p

= T,

(
∂H

∂p

)

S

= V.

H = H(S, p).

Термодинамiчний потенцiал Гiббса

Φ = U − TS + pV.

dΦ = −SdT + V dp.
(

∂Φ

∂T

)

p

= −S,

(
∂Φ

∂p

)

T

= V.

Φ = Φ(T, p).

Важливою властивiстю термодинамiчних потенцiалiв є те, що усi
вони є функцiями стану. Їхнi диференцiальнi форми є повними дифе-
ренцiалами. Як вiдомо, для таких функцiй мiшанi похiднi однаковi.
Ця властивiсть термодинамiчних потенцiалiв часто використовується
при доведеннi рiзних тотожностей.

Iнша характерна риса термодинамiчних потенцiалiв — адитив-
нiсть, вони пропорцiйнi числу частинок в системi.

4.1. (P). Розглядаючи нескiнченно малий цикл Карно мiж тем-
пературами T i T − dT для рiдини i її насиченої пари, отримати зале-
жнiсть тиску насиченої пари вiд температури.

Розв’язання

Нехай точка 1 на Кресленнi 4.1 зображає стан рiдини i насиченої пари при

температурi T i тисковi p.

Будемо надавати системi тепло таким чином, щоб температура i тиск зали-

шались незмiнними. Тодi рiдина буде випаровуватися, а над нею постiйно буде

знаходитись насичена пара. В цьому випадку iзотерма 1-2 буде збiгатися з iзоба-

рою. Нехай системi було надано Q1 = λ тепла (λ — питома теплота випаровування).

Тодi з рiдини у пару перейшла одиниця маси речовини (точка 2). Далi адiабатично

знижуємо температуру на dT (точка 3). Пiсля чого по iзотермi 3-4 i адiабатi 4-1

повертаємося в початковий стан.

Робота системи за цикл дорiвнює площi фiгури 1234. Оскiльки розглядува-

ний цикл Карно нескiнченно малий, то, з точнiстю до нескiнченно малих другого

порядку по dp, площа фiгури 1234 дорiвнює (υ2 − υ1)dp ≡ (υg − υl)dp. Тут υg та

υl — питомi об’єми газу та рiдини. Отже, робота системи за цикл A = (υg − υl)dp.

Як вiдомо, коефiцiєнт корисної дiї циклу Карно η =
A

Q1
. Тому

η =
(υg − υl)dp

λ
.
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З iншого боку, згiдно з теоремою Карно

η =
T1 − T2

T1
=

T − (T − dT )

T
=

dT

T
.

Таким чином, одержуємо
(υg − υl)dp

λ
=

dT

T
.

Остаточно
dp

dT
=

λ

T (υg − υl)
.

4.2. Розглядаючи нескiнченно

Рис. 4.1. Нескiнченно малий

цикл Карно.

малий цикл Карно мiж температу-
рами T i T − dT для плiвки рiди-
ни, отримати залежнiсть поверхне-
вого натягу вiд температури.

Вiдповiдь:
dσ

dT
= − r

T
, r — теплота

iзотермiчного утворення одиницi поверхнi

плiвки.

4.3. Розглядаючи нескiнченно
малий цикл Карно з температурами
T i T −dT для гальванiчного елемен-
та, отримати залежнiсть ЕРС галь-
ванiчного елемента вiд температури.

Вiдповiдь: E = q+T
dE
dT

, q — iзотермiчний тепловий ефект хiмiчної реакцiї

на одиницю заряду.

4.4. (P). Використовуючи метод циклiв, довести, що перетин двох
квазiстатичних адiабат заборонений другим принципом термодинамi-
ки.

Розв’язання

Будемо доводити вiд супротивного. Припустимо, що двi квазiстатичнi адiа-

бати перетинаються в точцi А (див. Рис. 4.2). Оскiльки нахил iзотерми менший

нiж адiабати, то завжди можна пiдiбрати iзотерму, яка перетне обидвi адiабати.

Нехай iзотерма перетинається з адiабатами в точках В та С. Одержали цикл АВС,

в якому тепло Q пiдводиться лише на дiлянцi ВС.

Робота виконана системою за цикл дорiвнює площi трикутника АВС. Очеви-

дно, що вона вiдмiнна вiд нуля. Застосуємо перший принцип термодинамiки для

даного циклу, одержимо A = Q.

Таким чином, результатом даного циклiчного процесу є виконання позитив-

ної роботи A за рахунок тепла Q, взятого вiд резервуара, без змiни стану iнших

тiл. Одержаний результат суперечить другому принципу термодинамiки у форму-

люваннi Томсона.
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Отже, припущення, що двi квазiстатичнi адiабати можуть перетинаються є

хибним.

4.5. Використовуючи метод ци-

Рис. 4.2. Перетин двох адiабат.

клiв, довести, що адiабата не мо-
же перетинатися з iзотермою бiльше
одного разу.

4.6. (P). Коефiцiєнт об’ємно-
го розширення води при температурi
4◦C дорiвнює нулю. Методом циклiв
показати, що до цiєї температури не
можна дiйти шляхом адiабатичного
розширення. Чи можливий для во-
ди цикл Карно з температурою холо-
дильника 275 K i температурою на-
грiвача 300 K?

Розв’язання

Розглянемо оборотнiй цикл Карно з температурою нагрiвача T1 = 283 K i

температурою холодильника T2 = 277 K = 4◦C.

Згiдно з рiвнiстю Клаузiуса для оборотних процесiв
∮

δQ

T
= 0. (4.1)

Для циклу Карно (див. Рис. 3.1)

∮
δQ

T
=

2∫

1

δQ

T1
+

4∫

3

δQ

T2
.

Таким чином, в нашому випадку спiввiдношення (4.1) набуде вигляду

2∫

1

δQ

T1
+

4∫

3

δQ

T2
= 0. (4.2)

Оскiльки ланка 1-2 є iзотермою, то

2∫

1

δQ

T1
=

1

T1

2∫

1

δQ =
1

T1
Q1 =

Q1

283
6= 0. (4.3)

Обчислимо зведену теплоту на ланцi 3-4. Згiдно з першим принципом термо-

динамiки

δQ = dU + pdV = CV dT +

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

]
dV = CV dT + T

(
∂p

∂T

)

V

dV.

Використаємо формулу «зв’язки» трьох похiдних:
(

∂p

∂T

)

V

(
∂T

∂V

)

p

(
∂V

∂p

)

T

= −1.
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Одержимо

δQ = CV dT − T

(
∂V
∂T

)

p(
∂V
∂p

)

T

dV = CV dT + T
α

β
dV,

де α =
1

V

(
∂V

∂T

)

p

— коефiцiєнт об’ємного розширення, β = − 1

V

(
∂V

∂p

)

T

— коефi-

цiєнт iзотермiчного стиску.

При температурi 4◦C коефiцiєнт об’ємного розширення дорiвнює нулю. Тому

на iзотермi 3-4
4∫

3

δQ

T2
= 0. (4.4)

Враховуючи (4.3) i (4.4) отримуємо суперечнiсть в спiввiдношеннi (4.2): 0 6= 0.

Ця суперечнiсть означає, що для води температуру 4◦ C не можна досягнути

шляхом адiабатичного розширення. Як наслiдок, для води цикл Карно з темпера-

турою холодильника 275 K i температурою нагрiвача 300 K неможливий.

4.7. Один моль iдеального газу знаходиться при тисковi p1 i за-
ймає об’єм V1 здiйснює наступний цикл: (1 → 2) вiльно адiабатично
розширюється до об’єму V2; (2 → 3) квазiстатично стискається до об’-
єму V1 при постiйному тиску p2; (3 → 1) квазiстатично нагрiвається до
тиску p1 при постiйному об’ємi V1. Використовуючи цей цикл, довести
спiввiдношення Маєра. Молярнi теплоємностi вважати постiйними.

4.8. Розглядаючи нескiнченно малий цикл, який складається з
iзохори, iзобари та iзотерми, визначити рiзницю теплоємностей Cp−CV

для простої термодинамiчної системи.

Вiдповiдь: Cp − CV =

[(
∂U

∂V

)

T

+ p

](
∂V

∂T

)

p

.

4.9. Розглядаючи нескiнченно малий цикл Карно, показати, що
мiж термiчним i калоричним рiвняннями стану простої термодинамi-
чної системи iснує такий зв’язок:

(
∂U

∂V

)

T

= T

(
∂p

∂T

)

V

− p.

4.10. Використовуючи метод циклiв, показати, що внутрiшня
енергiя плiвки визначається спiввiдношенням:

U =

(
σ − T

dσ

dT

)
Σ,
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де σ — коефiцiєнт поверхневого натягу; Σ — площа поверхнi плiвки.

4.11. (P). Знайти вирази для вiльної енергiї F , термодинамiчного
потенцiалу Гiббса Φ та ентальпiї H одного моля iдеального газу, в
якого CV = const.

Розв’язання

Будемо виходити з означень термодинамiчних потенцiалiв, а також з виразiв

для внутрiшньої енергiї та ентропiї (див. Роздiли 1 та 2 вiдповiдно).

Для iдеального газу з постiйною теплоємнiстю

U(T, V ) = CV T + U0, U0 − const,

S(T, V ) = CV lnT + R lnV + S0, S0 − const.

Вiльна енергiя

F = U − TS = CV T + U0 − T (CV ln T + R ln V + S0) =

= (CV − S0)T − CV T ln T − RT ln V + U0.

Термодинамiчний потенцiал Гiббса

Φ = F + pV = (CV − S0)T − CV T ln T − RT ln V + U0 +
RT

V
V =

= (Cp − S0)T − CV T ln T − RT ln V + U0.

Ентальпiя H = U + pV = CV T + U0 +
RT

V
V = CpT + U0.

Зауважимо, що в одержаних формулах ентальпiя та термодинамiчний потен-

цiал Гiббса не вираженi через свої характеристичнi параметри.

4.12. Знайти вирази для вiльної енергiї F та термодинамiчного
потенцiалу Гiббса Φ одного моля iдеального газу, в якого CV = a + bT

(a, b = const.)

Вiдповiдь: F = (a − S0)T − aT lnT − RT lnV − bT 2

2
+ U0,

Φ = (a − S0 − R ln R)T − (a + R)T lnT − RT ln p − bT 2

2
+ U0.

4.13. Знайти вираз для вiльної енергiї F одного моля газу Ван
дер Ваальса, в якого CV = const. Показати, що змiна вiльної енергiї в
iзотермiчному процесi дорiвнює роботi iзотермiчного розширення.

Вiдповiдь: F = (CV −S0)T − CV T lnT − RT ln(V − b)− a

V
+U0,

(−∆F )T = A.

4.14. Знайти вирази для вiльної енергiї F , термодинамiчного по-
тенцiалу Гiббса Φ та ентальпiї H рiвноважного електромагнiтного ви-
промiнювання. Термiчне та калоричне рiвняння стану фотонного газу
мають вигляд:

p =
1

3
σT 4, U = σV T 4.
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Вiдповiдь: F = −1

3
σV T 4, Φ = 0, H = TS =

4

3
σV T 4.

4.15. Знайти вираз для ентальпiї H в змiнних T − V для одного
моля газу Ван дер Ваальса, в якого CV = const.

Вiдповiдь: H = CV T − 2a

V
+

RTV

V − b
+ U0.

4.16. Знайти вираз для ентропiї S в змiнних U − V для ν молiв
iдеального газу, в якого CV = const.

Вiдповiдь: S(U, V ) = ν

(
CV ln

U−U0

ν
+ R ln

V

ν
−CV lnCV + S0

)
.

4.17. Виразити термодинамiчний потенцiал Гiббса Φ та ентальпiю
H одного моля iдеального газу, в якого CV = const, через характери-
стичнi параметри.

Вiдповiдь: Φ(p, T ) = CpT (1 − lnT ) + RT ln p − TS0 + U0,

H(S, p) = Cpe
R

Cp

S−S0

Cp + H0.

4.18. (P). Отримати формули для обчислення термодинамiчного
потенцiалу Гiббса Φ, ентальпiї H та ентропiї S, якщо з експерименту
вiдомi коефiцiєнти A(T ), B(T ), C(T ), ... розкладу термiчного рiвняння
стану:

pV = A(T ) + B(T )p + C(T )p2 + · · · .

Розв’язання

Диференцiал термодинамiчного потенцiалу Гiббса має вигляд

dΦ = −SdT + V dp.

Звiдси одержуємо

V =

(
∂Φ

∂p

)

T

.

З iншого боку, згiдно з умовою задачi, маємо

V =
A(T )

p
+ B(T ) + C(T )p + · · · .

Таким чином (
∂Φ

∂p

)

T

=
A(T )

p
+ B(T ) + C(T )p + · · · .

Проiнтегруємо отримане спiввiдношення по dp вiд p0 до p:

Φ(T, p) = Φ(T, p0) + A ln
p

p0
+ B(p − p0) +

C

2
(p2 − p2

0) + · · · .

Оскiльки S = −
(

∂Φ

∂T

)

p

, то

S(T, p) = S(T, p0) −
dA

dT
ln

p

p0
− dB

dT
(p − p0) −

1

2

dC

dT
(p2 − p2

0) + · · · .
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Тепер нескладно визначити ентальпiю. Справдi

H(T, p) = Φ + TS = H(T, p0) +

(
A − T

dA

dT

)
ln

p

p0
+

(
B − T

dB

dT

)
(p − p0) +

+
1

2

(
C − T

dC

dT

)
(p2 − p2

0) + · · · .

4.19. Отримати вираз для термодинамiчного потенцiалу Гiббса
сумiшi iдеальних газiв, яка мiстить ν1 молiв першого компонента та
ν2 молiв другого компонента. Знайти змiну термодинамiчного потен-
цiалу Гiббса при iзотермiчному змiшуваннi однакових порцiй рiзних
iдеальних газiв, якi займали однаковi об’єми.

Вiдповiдь: Φ =
2∑

i=1

νiϕi, ϕi — термодинамiчний потенцiал Гiббса одного

моля i - го компонента сумiшi. ∆Φ = −2RT ln 2.

4.20. (P). Встановити термiчне та калоричне рiвняння стану газу,
якщо вiдома його ентальпiя:

H(S, p) = Cpp
R

Cp e
S−S0

Cp + H0,

де Cp, S0, H0 — const.
Розв’язання

Диференцiал ентальпiї має вигляд

dH(S, p) = TdS + V dp.

Звiдси випливають спiввiдношення

T =

(
∂H

∂S

)

p

, V =

(
∂H

∂p

)

S

.

Користуючись явним виглядом ентальпiї, який заданий в умовi, одержуємо

T = p
R

Cp e
S−S0

Cp , V = Rp
R

Cp
−1

e
S−S0

Cp .

Роздiлимо перше рiвняння на друге

T

V
=

p

R
.

Звiдси одержуємо термiчне рiвняння стану iдеального газу

pV = RT.

Для встановлення калоричного рiвняння стану скористаємося спiввiдношен-

ням

H = U + pV.
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Звiдси

U = H − pV = Cpp
R

Cp e
S−S0

Cp + H0 − pV = CpT + H0 − RT

V
V =

= CpT + H0 − RT = (Cp − R)T + H0 = CV T + H0.

4.21. Встановити термiчне та калоричне рiвняння стану газу,
якщо вiдома його вiльна енергiя:

F (T, V ) = CV T (1− ln T ) − a

TV
− RT ln(V − b) + U0,

де CV , a, b, U0 = const.

Вiдповiдь:

(
p +

a

TV 2

)
(V − b) = RT, U = CV T − 2a

TV
+ U0.

4.22. Встановити термiчне та калоричне рiвняння стану газу,
якщо вiдома його вiльна енергiя:

F (T, V ) = (CV − S0)T − CV T ln T − a

V
− RT ln(V − b) + U0,

де CV , S0, a, b, U0 = const.
Вiдповiдь:

(
p +

a

V 2

)
(V − b) = RT, U = CV T − a

V
+ U0.

4.23. Встановити термiчне та калоричне рiвняння стану газу,
якщо вiдома його ентропiя:

S(U, V ) = CV ln(U − U0) + R ln V + (S0 + CV ln CV ),

де CV , S0, U0 = const.
Вiдповiдь: pV = RT, U = CV T + U0.

4.24. Встановити термiчне та калоричне рiвняння стану газу,
якщо вiдомий його термодинамiчний потенцiал Гiббса:

Φ(p, T ) = aT (1− ln T ) + RT ln p − TS0,

де a, S0 = const.
Вiдповiдь: pV = RT, U = CV T + U0.

4.25. Встановити рiвняння адiабати газу, якщо вiдома його вну-
трiшня енергiя:

U(S, V ) = CV V
−

R
CV e

S−S0

CV + U0,
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де CV , S0, U0 = const.

Вiдповiдь: pV γ = CV (γ − 1)e
S−S0

CV = const.

4.26. Ентропiя газу має вигляд:

S(U, V ) =
ν

2

(
5R ln

U

ν
+ 2R ln

V

ν

)
+ S0,

де S0 = const. Обчислити теплоємнiсть газу CV .

Вiдповiдь: CV =
5

2
νR.

4.27. Термодинамiчний потенцiал Гiббса має вигляд:

Φ(p, T ) = RT ln
ap

(RT )
5

2

,

де a = const. Обчислити теплоємнiсть газу Cp.

Вiдповiдь: Cp =
5

2
R.

4.28. Для деякої магнiтної системи вiдомо, що якщо температура
системи T залишається постiйною, а магнiтне поле H змiнюється до
H + dH , то ентропiя змiнюється на величину:

∆S = −CH∆H

T 2
,

де C = const. Визначити залежнiсть намагнiченостi системи вiд тем-
ператури.

Вiдповiдь: M =
CH

T
.

4.29. Довести спiввiдношення Максвелла:
(

∂S

∂V

)

T

=

(
∂p

∂T

)

V

,

(
∂S

∂p

)

T

= −
(

∂V

∂T

)

p

.

4.30. (P). Довести спiввiдношення:

Cp − CV =

[
V −

(
∂H

∂p

)

T

](
∂p

∂T

)

V

.

Розв’язання

Запишемо перший принцип термодинамiки

δQ = dU + pdV.
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Оскiльки

H = U + pV,

то

δQ = d(H − pV ) + pV = dH − V dp.

Запишемо отримане спiввiдношення в розгорнутому виглядi в змiнних T − p

δQ =

(
∂H

∂T

)

p

dT +

(
∂H

∂p

)

T

dp − V dp =

(
∂H

∂T

)

p

dT +

[(
∂H

∂p

)

T

− V

]
dp.

Згiдно з означенням теплоємностi

Cx =

(
δQ

dT

)

x

.

Тому

CV =

(
δQ

dT

)

V

=

(
∂H

∂T

)

p

+

[(
∂H

∂p

)

T

− V

](
∂p

∂T

)

V

, Cp =

(
δQ

dT

)

p

=

(
∂H

∂T

)

p

.

Звiдси одержуємо

Cp − CV =

[
V −

(
∂H

∂p

)

T

](
∂p

∂T

)

V

.

4.31. Довести спiввiдношення:

Cp − CV = −T

(
∂S

∂V

)

T

(
∂S

∂p

)

T

.

4.32. При низькiй температурi ентропiя електронного газу в мета-
лах пропорцiйна термодинамiчнiй температурi. Визначити залежнiсть
вiд температури рiзницi електронних теплоємностей Cp − CV .

Вiдповiдь: Cp − CV ∼ T 3.

4.33. Довести спiввiдношення:
(

∂CV

∂V

)

T

= T

(
∂2p

∂T 2

)

V

.

Обчислити

(
∂CV

∂V

)

T

для газу Ван дер Ваальса.

4.34. Довести спiввiдношення:
(

∂T

∂V

)

S

= − T

CV

(
∂p

∂T

)

V

.
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4.35. Показати, що для простої термодинамiчної системи справе-
дливе спiввiдношення:

Cp =
T(

∂2H
∂S2

)
p

.

4.36. Визначити вiльну енергiю F та ентропiю S як функцiї на-
магнiченостi M та температури T для парамагнетика з магнiтною
сприйнятливiстю χ.

Вiдповiдь: F (T,M) = F (T, 0) +
M2

2χ
, S(T,M) = S(T, 0) − M2

2

d

dT

1

χ
.

4.37. (P). Нiкелевий стрижень довжиною l знаходиться в одно-
рiдному магнiтному полi напруженiстю H. Лiнiї напруженостi магнi-
тного поля паралельнi осi стрижня. Стрижень додатково розтягується
силою f. Використовуючи емпiричний вираз для намагнiченостi стри-
жня

M = a
lH
f

, a = const,

обчислити вiдносне видовження стрижня при «лiнiйнiй» магнiтостри-
кцiї.

Розв’язання

Оскiльки елементарна робота намагнiчення магнетика δAM = −HdM, а еле-

ментарна робота розтягу δAf = −fdl, то основна термодинамiчна тотожнiсть має

вигляд

dU = TdS − δA = TdS + fdl + HdM.

Виконуючи перетворення Лежандра, перейдемо до термодинамiчного потенцiалу

Гiббса

Φ = U − TS − fl −HM.

dΦ = −SdT − ldf − MdH.

З рiвностi мiшаних похiдних
(

∂2Φ

∂H∂f

)
=

(
∂2Φ

∂f∂H

)
,

одержуємо (
∂l

∂H

)

T,f

=

(
∂M

∂f

)

T,H

.

Використовуючи емпiричний вираз для намагнiченостi, одержуємо
(

∂l

∂H

)

T,f

= −a
lH
f2

(
1 − f

1

l

dl

df

)
.

Виходячи з даного спiввiдношення, обчислимо вiдносне видовження стрижня при

«лiнiйнiй» магнiтострикцiї. Для цього проiнтегруємо його по dH в межах вiд 0 до

H
H∫

0

(
∂l

∂H

)

T,f

dH = l(H) − l(0) ≡ ∆l,
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−a
l

f2

(
1 − f

1

l

dl

df

) H∫

0

HdH = −a
lH2

2f2

(
1 − f

1

l

dl

df

)
.

Таким чином, вiдносне видовження стрижня при магнiтострикцiї

∆l

l
= −a

H2

2f2
(1 − αf) ,

де α =
1

l

dl

df
— коефiцiєнт пружностi при розтягу.

4.38. З експерименту вiдомо, що гумовий джгут при охолодженнi
видовжується за умови, що його натяг залишається постiйним. Дове-
сти, що при адiабатичному видовженi джгут буде нагрiватися.

4.39. (P). Використовуючи метод термодинамiчних потенцiалiв,
визначити залежнiсть поверхневого натягу плiвки рiдини вiд темпера-
тури.

Розв’язання

Елементарна робота сил поверхневого натягу δA = −σdΣ. Основна термоди-

намiчна тотожнiсть для плiвки буде мати вигляд

dU = TdS + σdΣ.

Виконуючи перетворення Лежандра, перейдемо до вiльної енергiї

F = U − TS,

dF = −SdT + σdΣ.

З рiвностi мiшаних похiдних
(

∂2F

∂T∂Σ

)
=

(
∂2F

∂Σ∂T

)
,

одержуємо (
∂σ

∂T

)

Σ

= −
(

∂S

∂Σ

)

T

.

Оскiльки (
∂S

∂Σ

)

T

=
1

T

(
δQ

∂Σ

)

T

=
r

T
,

то
dσ

dT
= − r

T
,

де r =

(
δQ

∂Σ

)

T

— теплота iзотермiчного утворення одиницi поверхнi плiвки.

4.40. Використовуючи вираз для внутрiшньої енергiї в змiнних
S − V , визначити змiну температури при адiабатичному розширеннi
або стисненнi тiла.

Вiдповiдь:

(
∂T

∂V

)

S

= α
TV

CV

(
∂p

∂V

)

T

∼ −α, де α =
1

V

(
∂V

∂T

)

p

— коефiцi-

єнт об’ємного розширення.
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Роздiл 5

Фазовi переходи та критичнi явища

Фазою називається фiзично однорiдна частина системи, яка вiд-
рiзняється своїми фiзичними властивостями вiд решти частин системи
i вiддiлена вiд них чiткою межею.

При змiнi зовнiшнiх чинникiв речовина може переходити iз однiєї
фази в iншу. Такi перетворення речовини iз однiєї фази в iншу нази-
ваються фазовими переходами .

Прикладами фазових переходiв є перехiд з рiдини в пару, з однiєї
кристалiчної модифiкацiї в iншу, з нормального провiдника в надпро-
вiдник, з феромагнетика в парамагнетик тощо.

Згiдно з класифiкацiєю Еренфеста розрiзняють фазовi переходи
першого, другого, третього i т.д. роду.

У випадку фазових переходiв першого роду термодинамiчний
потенцiал Гiббса є неперервною функцiєю, а його першi похiднi (ен-
тропiя, об’єм) мають в точцi переходу розрив. Тому фазовi переходи
першого роду супроводжуються поглинанням або видiленням тепла i
стрибкоподiбною змiною питомого об’єму.

Для фазових переходiв другого роду першi похiднi термодина-
мiчного потенцiалу Гiббса є неперервними функцiями, а стрибок ма-
ють другi похiднi — теплоємнiсть, коефiцiєнт теплового розширення
тощо. Таким чином, фазовi переходи другого роду вiдбуваються без
поглинання чи видiлення тепла.

Якщо при фазовому переходi другi похiднi термодинамiчного по-
тенцiалу Гiббса в точцi переходу обертаються на нескiнченнiсть, то
такий перехiд називається критичним переходом або λ — пере-

ходом . Аномальна поведiнка властивостей речовини поблизу точки
фазового переходу (критичної точки або λ — точки) називається кри-

тичним явищем.

Умова рiвноваги мiж двома фазами однокомпонентної системи
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має вигляд
µ1(T, p) = µ2(T, p).

Тут µi(T, p) — хiмiчний потенцiал (термодинамiчний потенцiал
Гiббса в перерахунку на одну частинку) i - тої фази.

Розв’язком цього рiвняння є залежнiсть p = p(T ), яка на дiаграмi
(p, T ) описує криву рiвноваги фаз 1 та 2.

Диференцiальне рiвняння кривої фазової рiвноваги (формула

Клапейрона-Клаузiуса) має вигляд

dp

dT
=

q

T (υ1 − υ2)
,

де q = T (s1 − s2) — прихована теплота переходу з фази 1 у фазу 2;
υ1, υ2 — питомi об’єми фаз 1 та 2.

Формула Клапейрона-Клаузiуса описує фазовi переходи першого
роду. У випадку фазових переходiв другого роду, аналогом формули
Клапейрона-Клаузiуса є формули Еренфеста для стрибка других по-
хiдних термодинамiчного потенцiалу Гiббса.

На фазовiй дiаграмi (p, T ) крива рiвноваги рiдини i пари закiнчу-
ється в критичнiй точцi (pc, Tc). В цiй точцi зникає рiзниця мiж рiдкою
i газоподiбною фазою речовини.

Параметри критичної точки (pc, Tc, Vc) знаходяться iз системи рiв-
нянь 




p = p(V, T ),(
∂p

∂V

)

T

= 0,
(

∂2p

∂V 2

)

T

= 0.

Дослiдження показують, що сингулярнiсть термодинамiчних ве-
личин в околi критичної точки описується степеневим законом

f(x) ∼ xλ,

де x нескiнченно малий окiл критичної точки по температурi
T − Tc

Tc

або по питомому об’єму
υ − υc

υc

чи iншому термодинамiчному параме-

тру. Показник степеня λ називають критичним iндексом.

Найпоширенiшi критичнi iндекси

• iндекс теплоємностi α : cυ(Tc − 0) − cυ(Tc + 0) ∼ |τ |α,
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• iндекс параметра порядку β : υg − υl ∼ |τ |β ,

• iндекс критичної iзотерми δ : p − pc ∼ (υ − υc)
δ ,

• iндекс iзотермiчної стискуваностi γ : κT ∼ τγ .

Тут τ =
T − Tc

Tc

. Наведенi критичнi iндекси описують критичний пе-

рехiд (перехiд через критичну точку) «газ ↔ рiдина» i вiдносяться до
областi T ∼ Tc−0. Вiдповiднi критичнi iндекси в областi T ∼ Tc+0 по-
значаються тими ж лiтерами зi штрихами. Такi ж iндекси, але з дещо
iншим фiзичним змiстом, застосовують до опису критичних магнiтних
явищ.

5.1. Визначити хiмiчний потенцiал iдеального газу та рiвноважно-
го випромiнювання.

Вiдповiдь: µiд(p, T ) = RT ln p + cpT (1 − ln T ) − s0T + u0; µфот(p, T ) = 0.

5.2. Питома ентропiя води при атмосферному тисковi i темпера-
турi 100◦C дорiвнює 0, 31

кал
г · градус

, а густина ентропiї пари при тому ж

тисковi та температурi дорiвнює 1, 76
кал

г · градус
. Визначити приховану

теплоту переходу «вода ↔ пара».
Вiдповiдь: q = 540

кал

г
.

5.3. (P). Скiльки потрiбно часу, щоб за допомогою холодильної
машини Карно перетворити на лiд 2 кг води, яка знаходиться при тем-
пературi 0◦C? Холодильна машина розмiщена в кiмнатi з температу-
рою 27◦C i має двигун потужнiстю 50 Вт. Прихована теплота переходу

«вода ↔ лiд» 340
кДж
кг

.

Розв’язання

Час τ , що необхiдний холодильнiй машинi для перетворення води на лiд ви-

значається роботою A, яку при цьому виконує холодильна машина, i потужнiстю

її двигуна P

τ =
A

P
.

Робота холодильної машини залежить вiд кiлькiсть тепла Q2, яку потрiбно вiдi-

брати холодильнiй машинi вiд води, щоб її перетворити на лiд, та ефективностi

холодильної машини η∗

A =
Q2

η∗
.

Тому

τ =
Q2

Pη∗
.
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Обчислимо кiлькiсть тепла Q2, яку потрiбно вiдiбрати холодильнiй машинi вiд

води, щоб її перетворити на лiд:

Q2 = qm = 340 · 103 · 2 = 680 · 103Дж.

Ефективнiсть холодильної машини, яка працює за циклом Карно

η∗ =
T2

T1 − T2
.

Таким чином, шуканий в задачi час

τ =
Q2(T1 − T2)

PT2
=

680 · 103(300 − 273)

50 · 273
= 1345 с = 22, 4 хв.

5.4. Отримати умову рiвноваги двох фаз однокомпонентної тер-
модинамiчної системи.

Вiдповiдь: µ1(T, p) = µ2(T, p).

5.5. Для n-компонентної системи визначити максимальне число
фаз r, якi можуть одночасно бути в рiвновазi.

Вiдповiдь: r = n + 2.

5.6. Виходячи з умови рiвноваги двох фаз однокомпонентної тер-
модинамiчної системи, отримати формулу Клапейрона-Клаузiуса.

5.7. Використовуючи формулу Клапейрона-Клаузiуса, показати,
що зi збiльшенням тиску температура фазового переходу «рiдина ↔
газ» зростає.

5.8. Використовуючи формулу Клапейрона-Клаузiуса, показати,
що для речовин, в яких питомий об’єм твердої фази бiльший нiж пи-
томий об’єм рiдкої фази, зi збiльшенням тиску температура фазового
переходу «рiдина ↔ тверде тiло» знижується.

5.9. (P). На прикладi рiвноваги мiж рiдиною та її насиченою
парою показати, що наслiдки формули Клапейрона-Клаузiуса не су-
перечать принципу Ле Шательє.

Розв’язання

Розглянемо рiдину, яка знаходиться в рiвновазi зi своєю насиченою парою. З

формули Клапейрона-Клаузiуса слiдує, що при пiдвищеннi тиску температура фа-

зового переходу (випаровування) має пiдвищуватись. Розглянемо фiзичнi процеси,

якi вiдбуваються в системi «рiдина+пара». Якщо температура кипiння пiдвищує-

ться, то частина молекул з пари переходить у рiдину, а це призводить до зменшення

тиску насиченої пари. Бачимо, що система протидiє чиннику, який намагається її

вивести з рiвноваги.
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5.10. Показати, що у випадку, коли прихована теплота перехо-
ду не залежить вiд температури, тиск насиченої пари залежить вiд
температури за експоненцiальним законом.

5.11. (P). Визначити теплоємнiсть пари вздовж кривої рiвноваги
рiдини i її насиченої пари. Пару вважати iдеальним газом.

Розв’язання

Будемо виходити з означення теплоємностi у виглядi

c = T
ds

dT
.

Розглянемо ентропiю, як функцiю температури та тиску s = s(T, p). Тодi

c = T
ds

dT
= T

(
∂s

∂T

)

p

+ T

(
∂s

∂p

)

T

dp

dT
.

Оскiльки T

(
∂s

∂T

)

p

= cp та

(
∂s

∂p

)

T

= −
(

∂υ

∂T

)

p

, то

c = cp − T

(
∂υ

∂T

)

p

dp

dT
= cp − RT

p

dp

dT
.

Вздовж кривої рiвноваги вiдношення
dp

dT
задається формулою Клапейрона-

Клаузiуса:
dp

dT
=

q

T (υg − υl)
' q

Tυ
, де υ = υg � υl.

Таким чином

c = cp − RT

p

q

Tυ
= cp − Rq

pυ
= cp − q

T
.

При низьких температурах теплоємнiсть c може стати вiд’ємною.

5.12. Визначити змiну питомого об’єму пари зi змiною темпера-
тури вздовж кривої фазової рiвноваги рiдини та пари.

Вiдповiдь:
dυ

dT
=

1

p

(
1 − q

T

)
.

5.13. Показати, що зв’язок мiж прихованим теплом сублiмацiї
q13 = qsolid→gas, плавлення q12 = qsolid→liquid та випаровування q23 =

qliquid→gas в потрiйнiй точцi має вигляд

q13 = q12 + q23.

5.14. Емпiричнi вирази для тиску насиченої пари над твердим
та рiдким амiаком (NH3) мають вигляд: ln p = 23, 03 − 3754/T, ln p =

19, 49− 3063/T. Тут тиск p вимiрюється в мм рт. ст., а температура T

в Кельвiнах. Визначити температуру та тиск потрiйної точки.
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Вiдповiдь: Ttriple = 195K, ptriple = 43, 9 мм рт. ст.

5.15. (P). Для розглянутої у попереднiй задачi речовини, визна-
чити приховану теплоту випаровування в потрiйнiй точцi. При розв’я-
заннi вважати насичену пару амiаку iдеальним газом.

Розв’язання

Крива рiвноваги мiж рiдкою i газоподiбною фазою амiаку описується рiвня-

нням

ln p = 19, 49 − 3063/T.

Звiдси одержуємо
dp

dT
= 3063

p

T 2
. (5.1)

Скористаємося формулою Клапейрона-Клаузiуса

dp

dT
=

q

T (υg − υl)
' q

Tυg
. (5.2)

Тут враховано, що питомий об’єм газу набагато бiльший питомого об’єму рiдини

υg � υl.

Пiдставляючи (5.2) в (5.1), одержимо

q = 3063
pυg

T
.

Використаємо термiчне рiвняння стану iдеального газу pυg = RT. Таким чином,

прихована теплота випаровування амiаку поблизу потрiйної точки дорiвнює

q = 3063R = 6037
кал

моль
.

5.16. Прихована теплота сублiмацiї та випаровування амiаку в
потрiйнiй точцi дорiвнюють: 7508

кал
моль

та 6037
кал
моль

. Визначити при-

ховану теплоту плавлення амiаку в потрiйнiй точцi.
Вiдповiдь: 1471

кал

моль
.

5.17. При температурi 0◦C тиск насиченої пари над водою рiв-
ний 4,549 мм рт. ст. Розглядаючи пару як iдеальний газ, визначити
питомий об’єм води в газоподiбнiй фазi поблизу потрiйної точки.

Вiдповiдь: υ =
RT

µp
≈ 2 · 105 см3

г
.

5.18. (P). Розрахувати наближено приховану теплоту випарову-
вання води поблизу потрiйної точки, якщо при температурi 0◦C тиск
насиченої пари дорiвнює 4,549 мм рт. ст., а при температурi 1◦C —
4,926 мм рт. ст.

Розв’язання
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Згiдно з формулою Клапейрона-Клаузiуса

dp

dT
=

q

T (υg − υl)
' q

Tυg
.

Скористаємося рiвнянням стану пари (iдеальний газ)

pυg = RT.

Одержуємо
dp

dT
=

qp

RT 2
.

Роздiлимо змiннi
dp

p
=

q

R

dT

T 2
.

Iнтегруючи, одержуємо

q = R
T2T1

T2 − T1
ln

p2

p1
≈ 49492

Дж

моль
.

5.19. При атмосферному тисковi температура кипiння гелiю-4 до-
рiвнює 4,2 K, а при тисковi 1 мм рт. ст. — 1,2 K. Оцiнити середню
приховану теплоту випаровування гелiю-4 в заданому температурно-
му iнтервалi.

Вiдповiдь: q = 92, 6
Дж

моль
.

5.20. В закритiй посудинi об’ємом 5 л знаходиться 1 кг води при
температурi 100◦C. Простiр над водою заповнений насиченою водяною
парою. Знайти збiльшення маси водяної пари при пiдвищеннi темпе-
ратури на 1◦C. Прихована теплота випаровування для води дорiвнює
539

кал
г

.

Вiдповiдь: ∆m ' µV pат

RT 2

( µq

RT
− 1
)

∆T = 7, 5 · 10−5 кг.

5.21. Оцiнити змiну температури кипiння води при пiдвищеннi
тиску її насиченої пари на 1 атм. Поблизу точки кипiння питомий

об’єм пари 1650
см3

г
, прихована теплота випаровування 539

кал
г

.

Вiдповiдь:
∆T

∆p
' Tυg

q
≈ 2, 7 · 10−4 К

Па
= 27

К

атм
.

5.22. Враховуючи, що атмосферний тиск з висотою змiнюється за
барометричною формулою

p(h) = p0 exp

{
−mgh

kT

}
,
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встановити закон змiни температури кипiння води з висотою. Темпера-

туру атмосфери вважати рiвною 300 K. Питомий об’єм пари 1650
см3

г
,

прихована теплота випаровування 539
кал
г

.

Вiдповiдь:
∆T

∆h
' −3

К

км
.

5.23. Оцiнити змiну температури плавлення льоду при змiнi ти-
ску. Прихована теплота плавлення льоду при температурi 273 K i ти-
сковi 1 атм дорiвнює 80

кал
г

. Питомi об’єми льоду i води дорiвнюють

1, 091
см3

г
та 1

см3

г
.

Вiдповiдь:
∆T

∆p
' −0, 00839

К

атм
.

5.24. Оцiнити змiну температури плавлення льоду бiля пiднiжжя
льодовика висотою 100 м.

Вiдповiдь: ∆T ' −0, 083 К.

5.25. Оцiнити змiну температури плавлення льоду пiд ковзанами
хокеїста масою 80 кг. Площа ковзанiв 8 см2.

Вiдповiдь: ∆T ' −0, 083 К.

5.26. Визначити змiну питомого об’єму сiрки при її переходi з
ромбiчної в моноклiнну кристалiчну модифiкацiю. З експерименту вi-

дома питома прихована теплота переходу q = 1, 34·104 Дж
кг

, температу-

ра переходу при атмосферному тисковi t = 95, 4◦C, а також коефiцiєнт
dp

dT
= 25, 9 · 105 Па

К
.

Вiдповiдь: ∆υ = υмон − υромб ' 0, 014
см3

г
.

5.27. (P). Враховуючи енергiю поверхневого натягу, визначити
умову рiвноваги бульбашки насиченої пари, яка знаходиться в рiдинi.

Розв’язання

Як вiдомо, якщо нехтувати поверхневим натягом, то умова рiвноваги мiж

двома фазами виражається системою рiвнянь (див. задачу 6 цього роздiлу)

T1 = T2, p1 = p2, µ1(p1, T1) = µ2(p2, T2).

Аналогiчно, можна показати, що врахування енергiї поверхневого натягу не змiнює

умови

T1 = T2, µ1(p1, T1) = µ2(p2, T2).

Дiя сил поверхневого натягу створює стрибок тиску на границi роздiлу фаз.

Знайдемо величину цього стрибка. Елементарна робота сил поверхневого натягу
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δA = −σdΣ. Диференцiал вiльної енергiї системи, яка складається з рiдини, па-

ри i поверхнi роздiлу мiж ними, коли температура i хiмiчнi потенцiали обох фаз

однаковi, має вигляд

dF = −p1dV1 − p2dV2 + σdΣ.

Врахуємо, що V1 + V2 = V = const. Тодi dV2 = d(V − V1) = −dV1. Одержуємо

dF = −(p1 − p2)dV1 + σdΣ.

Оскiльки в рiвновазi вiльна енергiя має мiнiмум, тому dF = 0.

Таким чином, умова рiвноваги двох фаз з врахуванням поверхневого натягу

має вигляд

−(p1 − p2)dV1 + σdΣ = 0.

Звiдси

p1 = p2 + σ
dΣ

dV1
.

Величина
dΣ

dV1
— має змiст кривизни поверхнi роздiлу фаз.

В нашому випадку поверхнею роздiлу є сфера радiуса R.

Тому Σ = 4πR2 , V1 =
4

3
πR3.

Маємо
dΣ

dV1
=

8πRdR

4πR2dR
=

2

R
.

Тиск насиченої пари в бульбашцi (формула Лапласа)

p1 = p2 +
2σ

R
.

Остаточно, умова рiвноваги бульбашки насиченої пари, яка знаходиться в рiдинi з

врахуванням поверхневого натягу

µ1(p +
2σ

R
, T ) = µ2(p, T ).

5.28. (P). Визначити критичний радiус краплини рiдини, почи-
наючи з якого об’єм краплини, за наявностi перенасиченої пари, буде
зростати. Температуру i тиск вважати постiйними.

Розв’язання

Нехай в парi утворилася краплина рiдини радiуса R. При цьому вiльна енергiя

змiниться на величину

∆F = (µ2 − µ1)N + σS,

де N — число частинок в краплинi, µ1 i µ2 — хiмiчнi потенцiали пари i рiдини

вiдповiдно.

Врахуємо, що N =
4πR3

3υ
та S = 4πR2, де υ — питомий об’єм рiдини.

Одержуємо

∆F = 4π

[
R

3υ
(µ2 − µ1) + σ

]
R2,

Дослiдимо на екстремум величину ∆F.

d(∆F )

dR
= 4πRc

[
Rc

υ
(µ2 − µ1) + 2σ

]
= 0
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Звiдси знаходимо

Rc =
2συ

µ1 − µ2
.

Для перенасиченої пари (µ1 > µ2) в точцi Rc функцiя ∆F має максимум. Тому при

R > Rc краплина буде збiльшувати свiй об’єм, а при R < Rc вона випарується. Це

випливає з того факту, що в системi, яка знаходиться при постiйнiй температурi та

постiйному тисковi спонтаннi процеси йдуть в напрямку, що вiдповiдає зменшенню

вiльної енергiї.

5.29. (P). Емпiричний вираз для напруженостi Hc критичного
магнiтного поля надпровiдника вiд температури має вигляд

Hc(T ) = H0

[
1 −

(
T

Tc

)2
]

.

Визначити приховану теплоту фазового переходу з нормального стану
в надпровiдний.

Розв’язання

Основна термодинамiчна тотожнiсть для провiдника (металу) має вигляд

dU = TdS − pdV + ~Hd ~M.

Виконуючи перетворення Лежандра, перейдемо до термодинамiчного потенцiалу

Гiббса

dΦ = −SdT + V dp − ~Md ~H.

Зафiксуємо температуру i тиск. Єдиною змiнною величною буде магнiтне поле.

Тодi диференцiал питомого термодинамiчного потенцiалу Гiббса буде рiвний

dφ = − ~Md ~H,

де ~M — магнiтний момент одиницi об’єму провiдника.

Магнiтний момент пов’язаний з напруженiстю та iндукцiєю магнiтного поля

спiввiдношенням
~B = ~H + 4π ~M.

Вiзьмемо до уваги ефект Майсснера — виштовхування магнiтного поля з надпро-

вiдника. Математичний запис ефекту Майсснера має вигляд

~B = 0.

Маємо

~M = −
~H

4π
.

Тодi диференцiал питомого термодинамiчного потенцiалу Гiббса надпровiдника (s)

dφs = −HdH
4π

.

Проiнтегруємо останнє спiввiдношення в межах вiд 0 до H. Одержимо

φs(H, T ) − φs(0, T ) =
H2

8π
. (5.1)
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Як вiдомо, у випадку нормального провiдника ~B ' ~H. Тому для нормального стану

(n) провiдника M ' 0. Тобто

dφn = 0.

Звiдки знаходимо

φn(H, T ) − φn(0, T ) = 0. (5.2)

Розглянемо рiвнiсть (5.1) при H = Hc. Врахуємо, що при досягненнi крити-

чної напруженостi зовнiшнього магнiтного поля, надпровiдник переходить в нор-

мальний стан, тобто

φs(Hc, T ) = φn(Hc, T ).

З огляду на (5.2), одержимо

φs(Hc, T ) = φn(0, T ).

Тодi (5.1) можна переписати у виглядi

φn(0, T ) − φs(0, T ) =
H2

c

8π
. (5.3)

Вiднiмемо вiд (5.1) спiввiдношення (5.3) i врахуємо (5.2). Одержимо

φs(H, T ) − φn(H, T ) =
H2

8π
− H2

c

8π
. (5.4)

Питома ентропiя визначається диференцiюванням питомого термодинамiчно-

го потенцiалу Гiббса

s = −
(

∂φ

∂T

)

H

.

Тодi прихована теплота переходу з нормального стану провiдника в надпровiдний

дорiвнює

q = T (sn − ss) = −T
Hc(T )

4π

dHc(T )

dT
. (5.5)

Оскiльки

Hc(T ) = H0

[
1 −

(
T

Tc

)2
]

,

то

q = T 2 H0Hc(T )

2πT 2
c

. (5.6)

Звiдси випливає, що перехiд з нормального у надпровiдний стан пов’язаний з видi-

ленням тепла, а зворотнiй процес — з поглинанням тепла. Згiдно з класифiкацiєю

Еренфеста, такий перехiд є фазовим переходом першого роду.

З (5.6) слiдує, що при T = Tc, коли Hc(Tc) = 0, теплота переходу обертається

на нуль i тип переходу змiнюється. Вiн стає фазовим переходом другого роду, бо

ентропiя стає неперервною, а теплоємнiсть має стрибок.

Зауважимо, що результат (5.5) є не що iнше, як рiвняння Клапейрона – Кла-

узiуса, записане для випадку рiвноваги «нормальний метал — надпровiдник».

5.30. Для фазового переходу, описаного в попереднiй задачi, роз-
рахувати стрибок теплоємностi. Обчислити стрибок в точцi фазового
переходу.
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Вiдповiдь: Cs − Cn =
T

4π

[
Hc(T )

d2Hc(T )

dT 2
+

(
dHc(T )

dT

)2
]

,

(Cs − Cn)Tc =
Tc

4π

(
dHc(T )

dT

)2

=
H2

0

πTc
.

5.31. Довести, що умова фазової рiвноваги µ1(T, p) = µ2(T, p)

еквiвалентна умовi рiвностi площ I та II (див. Рис. 5.1).

5.32. (P). Визначити критичнi

Рис. 5.1. Правило Максвелла.

параметри для газу Ван дер Вааль-
са. Вiдповiдь виразити через кон-
станти a i b.

Розв’язання

Критична точка визначається з си-

стеми рiвнянь:





p = p(V, T ),(
∂p

∂V

)

T

= 0,
(

∂2p

∂V 2

)

T

= 0.

(5.1)

Використовуючи рiвняння Ван дер Вааль-

са

p =
RT

V − b
− a

V 2
,

обчислимо похiднi:
(

∂p

∂V

)

T

= − RT

(V − b)2
+

2a

V 3
,

(
∂2p

∂V 2

)

T

=
2RT

(V − b)3
− 6a

V 4
.

Таким чином, система (5.1) набуває вигляду:





RTk

Vk − b
− a

V 2
k

= pk,

− RTk

(Vk − b)2
+

2a

V 3
k

= 0,

RTk

(Vk − b)3
− 3a

V 4
k

= 0.

(5.2)

З останнiх двох рiвнянь системи (5.2) випливає, що Vk = 3b, Tk =
8a

27Rb
. Пiд-

ставляючи отриманий результат в перше рiвняння (5.2), одержуємо: pk =
a

27b2
.

5.33. Визначити критичнi параметри для газу, який описується
рiвнянням стану Бертло:

(
p +

a

TV 2

)
(V − b) = RT.
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Вiдповiдь: Vk = 3b, Tk =

√
8a

27Rb
, pk =

√
Ra

216b3
.

5.34. Визначити критичнi параметри для газу, який описується
рiвнянням стану Дiтерiчi:

p(V − b) = RT exp
(
− a

RTV

)
.

Вiдповiдь: Vk = 2b, Tk =
a

4Rb
, pk =

a

4e2b2
.

5.35. Визначити критичну температуру i критичний тиск для ки-
сню. Постiйнi в рiвняннi Ван дер Ваальса для кисню дорiвнюють:
a = 1, 5 · 105 Па·м6/кмоль2, b = 3 · 10−2 м3/кмоль.

Вiдповiдь: Tk ≈ 154 К, pk ≈ 50 атм.

5.36. Обчислити коефiцiєнти теплового розширення αV та iзотер-
мiчної стискуваностi κT газу Ван дер Ваальса в критичнiй точцi.

Вiдповiдь: αV = κT = ∞.

5.37. Використовуючи безрозмiрнi змiннi Ṽ =
V

Vc

, p̃ =
p

pc

, T̃ =

T

Tc

, записати рiвняння Ван дер Ваальса в безрозмiрнiй формi.

Вiдповiдь:

(
p̃ +

3

Ṽ 2

)
(3Ṽ − 1) = 8T̃ .

5.38. (P). Визначити критичнi iндекси α, β, δ i γ для газу Ван
дер Ваальса.

Розв’язання

Будемо виходити з рiвняння Ван дер Ваальса в безрозмiрнiй формi
[
p̃ +

3

Ṽ 2

]
[3Ṽ − 1] = 8T̃ .

Запровадимо новi змiннi

τ =
T − Tc

Tc
= T̃ − 1,

κ =
V − Vc

Vc
= Ṽ − 1,

π =
p − pc

pc
= p̃ − 1.

В нових змiнних рiвняння Ван дер Ваальса набуває вигляду
[
(π + 1) +

3

(κ + 1)2

]
[3(κ + 1) − 1] = 8(τ + 1).
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Звiдси знаходимо

π =
8τ + 16τκ + 8τκ2 − 3κ3

2 + 7κ + 8κ2 + 3κ3
. (5.1)

а). Критична iзотерма T = Tc.

На критичнiй iзотермi τ = 0. Тому (5.1) набуває вигляду

π =
−3κ3

2 + 7κ + 8κ2 + 3κ3
= −3

2
κ3 + O(κ).

При κ → 0 функцiя O(κ) є нескiнченно малою вищого порядку нiж κ3.

Згiдно з означенням, критичний iндекс δ (степiнь критичної iзотерми) визна-

чається iз спiввiдношення

π ∼ κδ , (τ → 0).

В нашому випадку маємо δ = 3.

б). Iзотермiчна стискуванiсть κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)

T

.

Обчислимо похiдну

(
∂π

∂κ

)

τ

при κ = 0.

З (5.1) одержуємо (
∂π

∂κ

)

τ

= −6τ, κ = 0.

Згiдно з означенням, критичний iндекс γ (iндекс iзотермiчної стискуваностi) ви-

значається iз спiввiдношення

κT ∼ τ−γ , (κ → 0).

В нашому випадку маємо κT ∼
(

∂π

∂κ

)−1

τ

∼ τ−1. Тому

γ = 1.

в). Параметр порядку (рiзниця питомих об’ємiв газу i рiдини) υg − υl.

В нашому випадку параметр порядку можна виразити через змiнну κ

υg − υl ∼ κg − κl.

Для знаходження κg − κl розкладемо (5.1) в ряд

π = 4τ − 6τκ + 9τκ2 − 3

2
κ3 + · · · . (5.2)

З правила рiвностi площ Максвелла випливає, що
∮

υ̃dp̃ = 0, (5.3)

p̃(υ̃g) = p̃(υ̃l). (5.4)

Звiдси випливає, що
υ̃l∫

υ̃g

υ̃dp̃ = 0. (5.5)

Враховуючи (5.2), iз (5.4) знаходимо

4τ − 6τκg + 9τκ2
g − 3

2
κ3

g = 4τ − 6τκl + 9τκ2
l − 3

2
κ3

l .
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Тут знехтуванi доданки порядку вищого за κ3. Врахуємо, що κg = |κg|, κl = −|κl|.
Тодi останнє спiввiдношення можна переписати у виглядi

4τ(|κl| + |κg|) + 6τ(|κl|2 − |κg |2) + |κl|3 + |κg|3 = 0. (5.6)

Розглянемо наслiдок спiввiдношення (5.5).

З (5.2) випливає

dp̃ = dπ ≈ −6τdκ + 18τκdκ − 9

2
κ2dκ.

Таким чином, спiввiдношення (5.5) набуває вигляду

κl∫

κg

(κ + 1)

(
−6τ + 18τκ − 9

2
κ2

)
dκ = 0. (5.7)

Iнтегруючи, отримуємо спiввiдношення

4τ(|κl| + |κg|) + 4τ(|κl|2 − |κg |2) + |κl|3 + |κg|3 = 0. (5.8)

Рiвняння (5.6) та (5.8) сумiснi, якщо |κl| = |κg|. З врахуванням цього спiввiд-

ношення з (5.8) одержуємо

|κl| = |κg| = 2|τ |1/2. (5.9)

Згiдно з означенням, критичний iндекс β («швидкiсть» наближення до кри-

тичної точки вздовж лiнiї рiвноваги, або показник порядку) визначається iз спiв-

вiдношення

κg − κl ∼ |τ |β .

Таким чином, маємо β =
1

2
.

г). Стрибок теплоємностi Cυ(Tc − 0) − Cυ(Tc + 0).

Можна показати (L.E. REICHL. A Modern Course in Statistical Physics, ст.

112—114), що

Cυ(Tc−0)−Cυ(Tc+0) = lim
T→Tc

{
−T

2

[(
∂pg

∂υg

)

T

(
∂υg

∂T

)2

coex

−
(

∂pl

∂υl

)

T

(
∂υl

∂T

)2

coex

]}
.

Тут похiдна з iндексом coex (coexistence) означає, що вона береться вздовж кривої

рiвноваги фаз.

В попередньому пунктi ми отримали, що κ = υ̃ = ±2|τ |1/2, тому
(

∂υ̃

∂T̃

)

coex

= ±|τ |−1/2.

З (5.2) та (5.9) випливає
(

∂p̃g

∂υ̃g

)

T

=

(
∂p̃l

∂υ̃l

)

T

= 6|τ | − 9

2
κ2 − 18κ|τ | + · · · = −12|τ | ± O(|τ |3/2).

Враховуючи, що
pcυc

RTc
=

3

8
, одержуємо

Cυ(Tc − 0) − Cυ(Tc + 0) =
9

2
R.
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Згiдно з означенням, критичний iндекс α (iндекс теплоємностi) визначається

iз спiввiдношення

Cυ(Tc − 0) − Cυ(Tc + 0) ∼ |τ |α, τ → 0.

В нашому випадку α = 0.

Критичнi iндекси моделi Ван дер Ваальса мають вигляд α = 0, β =
1

2
, γ = 1

та δ = 3.

5.39. Теплоємнiсть cp в околi точки фазового переходу має лога-
рифмiчну особливiсть

cp(τ) = a ln τ + · · · , τ =
T − Tc

Tc

, a − const.

Дослiдити поведiнку теплоємностi cυ.

Вiдповiдь: cυ ∼
{

−a ln τ,
dτ(p)

dp
= 0,

0
dτ(p)

dp
6= 0.

5.40. Згiдно з напiвфеноменологiчною теорiєю фазових переходiв
вiльна енергiя F одиницi об’єму феромагнетика поблизу точки Кюрi
Tc в зовнiшньому полi H має вигляд

F(T,H, σ) = F0(T ) + a(T − Tc)σ
2 + bσ4 − µHσ,

де σ — параметр порядку, який визначається з умови мiнiмуму вiльної
енергiї, величини a, b, µ — константи. Дослiдити особливостi тепло-
ємностi, намагнiченостi i сприйнятливостi, пов’язаних з наявнiстю в
системi впорядкування σ. Встановити для цих величин критичнi iнде-
кси.
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Додаток

Одиницi вимiру термодинамiчних величин

1) Тиск

В системi одиниць СI тиск вимiрюється в паскалях (Па):

1Па =
1Н
1м2

= 1
кг

м · с2
.

Зрозумiло, що
1 Па = 10

г
см · с2

.

Iншими одиницями вимiрювання тиску є мiлiметр ртутного

стовпа (мм рт. ст.) та атмосфера (атм).

1 мм рт. ст. = 9, 8
м
с2

· 13600
кг
м3

· 10−3м = 133, 28
кг

м · с2
= 133, 28 Па.

1 атм = 760 мм рт. ст. = 101 · 103 Па = 101 кПа.

2) Температура

Температура вимiрюється в градусах. Шкала Цельсiя визначає-
ться температурою кипiння води при тисковi 1 атм i температурою її
замерзання при тому ж тисковi. Перша береться за 100 градусiв, дру-
га — за 0. Шкала Кельвiна фiксується умовою: температура потрiйної
точки води дорiвнює 273,16 К. Мiж цими шкалами iснує зв’язок

T = 273, 15 + t,

де температура T вимiрюється в градусах Кельвiна (К), а t — в гра-
дусах Цельсiя (◦С).

3) Кiлькiсть тепла

Кiлькiсть тепла вимiрюють в калорiях (кал). За одну калорiю
обрали кiлькiсть тепла, яку потрiбно надати одному грамовi води при
температурi 19,5 ◦С, щоб нагрiти його на один градус, тобто до 20,5 ◦С.

Оскiльки тепло переходить в роботу, його можна вимiрювати в
одиницях роботи — джоулях (Дж). Маємо зв’язок

1 кал = 4190
Дж

кг · градус
· 10−3кг · 1 градус = 4, 19 Дж.
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