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ОЦIНКИ АПРОКСИМАТИВНИХ ХАРАКТЕРИСТИК КЛАСIВ
BΩ

p,θ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ IЗ ЗАДА-
НОЮ МАЖОРАНТОЮ МIШАНИХ МОДУЛIВ НЕПЕРЕРВНО-
СТI

We obtain exact order estimates of approximation of classes BΩ
p,θ of periodic

functions of several variables in the space Lq by using linear operators subjected
to some conditions for some means of parametres p and q.

Oдержано точнi за порядком оцiнки наближення класiв BΩ
p,θ перiодичних

функцiй багатьох змiнних у просторi Lq за допомогою лiнiйних опера-
торiв, якi пiдпорядкованi певним умовам, для деяких значень параметрiв
p та q.

Нехай Lp(πd), 1 ≤ p < ∞, — простiр 2π-перiодичних по кож-

нiй змiннiй i сумовних у степенi p на кубi πd =
d∏

j=1

[0; 2π] функцiй

f(x) = f(x1, ..., xd), в якому норма визначається наступним чином

||f ||Lp(πd) = ||f ||p =

(
(2π)−d

∫

πd

|f(x)|pdx

) 1
p

,

L∞(πd) — простiр 2π-перiодичних по кожнiй змiннiй суттєво обме-
жених функцiй f(x) = f(x1, ..., xd) з нормою

‖f‖L∞(πd) = ||f ||∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.

Всюди далi будемо вважати, що для функцiй f ∈ Lp(πd) вико-
нується додаткова умова

∫ 2π

0

f(x)dxj = 0 , j = 1, d.
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Для f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, i t = (t1, ..., td), tj ≥ 0, j = 1, d,
розглянемо мiшаний модуль неперервностi порядку l

Ωl(f, t)p = sup
|hj |≤tj

j=1,d

||∆l
hf(·)||p,

де l ∈ N, ∆l
hf(x) = ∆l

h1
. . .∆l

hd
f(x) = ∆l

hd
(. . . (∆l

h1
f(x))) — мiшана

рiзниця порядку l з кроком hj за змiнною xj i

∆l
hj

f(x) =
l∑

n=0

(−1)l−nCn
l f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj , xj+1, . . . , xd).

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного мо-
дуля неперервностi порядку l, яка задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d; Ω(t) = 0,
d∏

j=1

tj = 0;

2) Ω(t) не спадає по кожнiй змiннiй;

3) Ω(m1t1, . . . , mdtd) ≤
(

d∏
j=1

mj

)l

Ω(t), mj ∈ N, j = 1, d;

4) Ω(t) неперервна при tj ≥ 0, j = 1, d .
Будемо вважати, що Ω(t) задовольняє також умови (S) i (Sl), якi

називають умовами Барi–Стєчкiна [1]. Це означає наступне.
Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (S), якщо

ϕ(τ)/τα майже зростає при деякому α > 0, тобто iснує така неза-
лежна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)
τα
1

≤ C1
ϕ(τ2)
τα
2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Функцiя ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо ϕ(τ)/τγ майже
спадає при деякому 0 < γ < l, тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2

стала C2 > 0, що

ϕ(τ1)
τγ
1

≥ C2
ϕ(τ2)
τγ
2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Будемо говорити, що Ω(t) задовольняє умови (S) i (Sl), якщо Ω(t)
задовольняє цi умови по кожнiй змiннiй tj при фiксованих ti, i 6= j .
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Отже, нехай 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, а Ω(t) — задана функцiя типу
мiшаного модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє умови
1 – 4. Тодi, згiдно з означенням [2]

BΩ
p,θ =

{
f ∈ Lp(πd) : ||f ||BΩ

p,θ
≤ 1

}
,

де

||f ||BΩ
p,θ

=

{∫

πd

(
Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ d∏

j=1

dtj
tj

} 1
θ

, 1 ≤ θ < ∞,

||f ||BΩ
p,∞ = sup

t>0

Ωl(f, t)p

Ω(t)
,

(запис t > 0 для t = (t1, ..., td) рiвносильний tj > 0, j = 1, d).
Зазначимо, що при θ = ∞ класи BΩ

p,θ спiвпадають з класами HΩ
p ,

якi були розглянутi М.М. Пустовойтовим в [3].
Для подальших мiркувань нам буде зручно користуватися еквiва-

лентним (з точнiстю до абсолютних сталих) означенням класiв BΩ
p,θ.

Нехай Vn(t) позначає ядро Валле Пуссена порядку 2n− 1, тобто

Vn(t) = 1 + 2
n∑

k=1

cos kt + 2
2n−1∑

k=n+1

(
1− k − n

n

)
cos kt.

Кожному вектору s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо у
вiдповiднiсть полiном

As(x) =
d∏

j=1

(
V2sj (xj)− V2sj−1(xj)

)

i для f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, через As(f, x) позначимо згортку

As(f, x) = f ∗As.

Отже, якщо 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) — задана функ-
цiя типу мiшаного модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє
умови 1 – 4, (S) i (Sl), то з точнiстю до абсолютних сталих класи
BΩ

p,θ можна означити наступним чином
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BΩ
p,θ =

{
f ∈Lp(πd) :‖f‖BΩ

p,θ
=

( ∑
s

Ω−θ(2−s)‖As(f, ·)‖θ
p

) 1
θ

≤ 1
}

, (1)

де 1 ≤ θ < ∞ та

BΩ
p,∞ =

{
f ∈ Lp(πd) : ‖f‖BΩ

p,∞ = sup
s

‖As(f, ·)‖p

Ω(2−s)
≤ 1

}
, (2)

тут i надалi Ω(2−s) = Ω(2−s1 , ..., 2−sd), sj ∈ N, j = 1, d.
Зазначимо, що рiвностi (1) i (2) були отриманi в роботах [4] i [3]

вiдповiдно.

Вiдмiтимо, що при Ω(t) =
d∏

j=1

t
rj

j , 0 < rj < l, класи BΩ
p,θ є анало-

гами вiдомих класiв Бєсова Br
p,θ (див., наприклад, [5]).

Нижче ми будемо розглядати класи BΩ
p,θ, якi визначаються функ-

цiєю Ω(t) деякого спецiального вигляду:

Ω(t) = Ω(t1, ..., td) =





d∏

j=1

trj(
log 1

tj

)bj

+

, якщо tj > 0, j = 1, d;

0, якщо
d∏

j=1

tj = 0.

(3)

Тут i надалi розглядаються логарифми за основою 2, крiм того
(

log
1
tj

)

+

= max
{

1, log
1
tj

}
.

Також будемо вважати, що bj < r, j = 1, d, i 0 < r < l, а значить
для функцiї Ω(t) вигляду (3) виконуються властивостi 1 – 4, а також
умови (S) i (Sl).

А зараз наведемо означення величини, яка буде нами дослiджу-
ватись (див. [6]).

Для функцiонального класу F ⊂ Lq(πd) означимо

dB
M (F, Lq) = inf

G∈LM (B)q

sup
f∈F∩D(G)

‖f(·)−Gf(·)‖q . (4)
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Через LM (B)q тут позначено множину лiнiйних операторiв, якi за-
довольняють умови:

а) область визначення D(G) цих операторiв мiстить всi триго-
нометричнi полiноми, а їх область значень мiститься в пiдпросторi
розмiрностi M простору Lq(πd);

б) iснує число B ≥ 1 таке, що для всiх векторiв k = (k1, . . . , kd),
kj ∈ Z, виконується нерiвнiсть

∥∥Gei(k,·)∥∥
2
≤ B.

Зазначимо, що до LM (1)2 належать оператори ортогонально-
го проектування на простори розмiрностi M , а також оператори,
якi задаються на ортонормованiй системi функцiй за допомогою
мультиплiкатора, який визначається послiдовнiстю {λm} такою, що
|λm| ≤ 1 для всiх m.

На сьогоднi вiдомо багато робiт, в яких дослiджувалися величини
dB

M (F, Lq) для тих чи iнших класiв функцiй. Тут згадаємо роботи
[7— 11], в яких вивчались величини (4) для класiв функцiй багатьох
змiнних W r

p,α, Hr
p , Br

p,θ та HΩ
p , i в яких можна ознайомитись з бiльш

детальною бiблiографiєю.
В данiй роботi встановлюються точнi за порядком оцiнки величин

dB
M (BΩ

p,θ, Lq) при (p, q) = (1, 1), (∞,∞). Одержанi оцiнки доповнюють
результати отриманi в роботi [12].

Наведемо кiлька вiдомих тверджень, якi будемо використовувати
у подальших мiркуваннях.

Кожному вектору s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо у
вiдповiднiсть множину

ρ(s) =
{

k = (k1, . . . , kd) : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , kj ∈ Z\{0}, j = 1, d
}

.

Для натурального N покладемо

χ(N) =
{

s = (s1, ..., sd) : sj ∈ N, j = 1, d, Ω(2−s) ≥ 1
N

}
,

Q(N) =
⋃

s∈χ(N)

ρ(s).

Враховуючи (3) множину χ(N) можна означити так:

χ(N) =
{

s = (s1, ..., sd) : sj ∈ N, j = 1, d,
d∏

j=1

2rsj s
bj

j ≤ N

}
.
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Далi, нехай
χ⊥(N) = Nd \ χ(N),

Θ(N) =
{

s = (s1, ..., sd) : sj ∈ N, j = 1, d,
1

2lN
≤ Ω(2−s) <

1
N

}
.

В прийнятих позначеннях мають мiсце наступнi твердження, якi
встановленi М. М. Пустовойтовим.

Лема 1[11]. Кiлькiсть елементiв множини Q(N) рiвна за по-
рядком:

|Q(N)| ³ N
1
r

(
log N

)− b1
r −...− bd

r +d−1
.

Тут i далi для додатних функцiй µ1(N) та µ2(N) запис µ1 ¿ µ2

означає, що iснує стала C > 0 така, що ∀N ∈ N µ1(N) ≤ Cµ2(N).
Спiввiдношення µ1 ³ µ2 рiвносильне тому, що виконуються поряд-
ковi нерiвностi µ1 ¿ µ2 та µ1 À µ2. Зауважимо також, що всi сталi
Ci, i = 1, 2, . . . , якi будуть зустрiчатися в роботi, можуть залежати
тiльки вiд параметрiв, що входять в означення класу, метрики, в якiй
вимiрюється похибка наближення, та розмiрностi d простору Rd.

Лема 2 [13]. Для кiлькостi елементiв множини Θ(N) має мiсце
спiввiдношення

|Θ(N)| ³ (log N)d−1.

Лема 3 [13]. Для функцiї Ω(t), яка визначена рiвнiстю (3), при
r > 0, 0 < p < ∞ має мiсце спiввiдношення

∑

s∈χ⊥(N)

(
Ω(2−s)

)p ¿
∑

s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

)p
.

Перш нiж перейти до викладу отриманих результатiв покладемо
M = |Q(N)|. Тодi внаслiдок леми 1, отримаємо

M ³ N
1
r

(
log N

)− b1
r −...− bd

r +d−1
,

log M ³ log N, N ³ Mr
(
log M

)b1+...+bd−(d−1)r
.

Має мiсце.
Теорема 1. Нехай 1 ≤ θ < ∞, а Ω(t) задана формулою (3). Тодi

при 0 < r < l має мiсце порядкова рiвнiсть

dB
M (BΩ

1,θ, L1) ³ M−r
(
log M

)−b1−...−bd+(d−1)
(
r+1− 1

θ

)
. (5)
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Доведення. Встановимо в (5) оцiнку зверху. З цiєю метою розг-
лянемо наближення функцiї f ∈ BΩ

1,θ полiномом виду

VQ(N)(x) =
∑

s∈χ(N)

As(f, x).

Оператор G, який ставить у вiдповiднiсть функцiї f полiном
VQ(N)(x), належить до LM (1)q, 1 ≤ q ≤ ∞. Врахувавши, що
f(x) =

∑
s

As(f, x) [14, c. 304], i скориставшись нерiвнiстю Мiнковсь-
кого, матимемо

||f(·)− VQ(N)(·)||1 =
∥∥∥∥

∑

s∈χ⊥(N)

As(f, ·)
∥∥∥∥

1

≤
∑

s∈χ⊥(N)

||As(f, ·)||1 =

=
∑

s∈χ⊥(N)

Ω−1(2−s)||As(f, ·)||1Ω(2−s) = I1.

Щоб оцiнити I1, розглянемо два випадки.
Нехай спочатку 1 < θ < ∞. Застосовуючи до I1 нерiвнiсть Гель-

дера з показником θ, а також використовуючи послiдовно леми 3 i 2
одержимо

I1 ≤
( ∑

s∈χ⊥(N)

Ω−θ(2−s)||As(f, ·)||θ1
) 1

θ
( ∑

s∈χ⊥(N)

(
Ω(2−s)

) θ
θ−1

)1− 1
θ

¿

¿ ||f ||BΩ
1,θ

( ∑

s∈χ⊥(N)

(
Ω(2−s)

) θ
θ−1

)1− 1
θ

¿

¿
( ∑

s∈Θ(N)

(
Ω(2−s)

) θ
θ−1

)1− 1
θ

¿ N−1

( ∑

s∈Θ(N)

1
)1− 1

θ

=

= N−1|Θ(N)|1− 1
θ ³ N−1

(
log N

)(d−1)
(
1− 1

θ

)
³
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³ M−r
(
log M

)−b1−...−bd+(d−1)r( log M
)(d−1)

(
1− 1

θ

)
=

= M−r
(
log M

)−b1−...−bd+(d−1)
(
r+1− 1

θ

)
.

Нехай тепер θ = 1, матимемо

I1 ≤ N−1
∑

s∈χ⊥(N)

Ω−1(2−s)||As(f, ·)||1 ¿

¿ N−1 ||f ||BΩ
1,1
³ M−r

(
log M

)−b1−...−bd+(d−1)r
.

Таким чином, оцiнка зверху в (5) встановлена.
Перейдемо до встановленння вiдповiдної оцiнки знизу величини

dB
M (BΩ

1,θ, L1). При цьому розглянемо функцiю, яка аналогiчна функ-
цiї з прикладу 7 роботи [7].

Нехай N достатньо велике. За допомогою аналогiчних мiркувань,
що i в [15], можна показати, що iснує множина Θ′(N) ⊂ Θ(N) така,
що для s = (s1, ..., sd) ∈ Θ′(N) будуть виконуватись спiввiдношення

sj ³ log N, j = 1, d i |Θ′(N)| ³ (
log N

)d−1
.

Покладемо
v = [|Θ′(N)| 1d ],

де [a] — цiла частина числа a.
Далi, розiб’ємо куб πd на vd кубiв з довжиною ребра 2π

v . Встанови-
мо взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж множиною Θ(N) ⊂ Θ′(N),
|Θ(N)| = vd i утвореною множиною кубiв. При цьому через xs ∈ πd

позначимо центр куба, що вiдповiдає вектору s ∈ Θ(N), i покладемо

u = 2
[

1
d log |Θ′(N)|

]
³ (

log N
) d−1

d .

Означимо через Kn(t) ядро Фейєра порядку n, тобто

Kn(t) = 1 + 2
n∑

k=1

(
1− k

n + 1

)
cos kt.
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Через ks позначимо вектор ks = (ks1
1 , ..., ksd

d ), де

k
sj

j =
{

2sj−1 + 2sj−2, sj ≥ 2;
1, sj = 1, j = 1, d.

Нехай G ∈ LM (B)1. Тодi iснують число N i множина
Θ̃(N) ⊂ Θ(N) такi, що

|Θ̃(N)| ≥ 1
2
|Θ(N)|,

i в кожному ρ(s), s ∈ Θ̃(N), знайдуться куби з центрами в ks i дов-
жинами ребер 2u такi, що для функцiї

g1(x) =
∑

s∈Θ̃(N)

ei(ks,x)
d∏

j=1

Ku(xj − xs
j)

i деякого вектора y∗ має мiсце оцiнка

‖g1(x + y∗)−Gg1(x + y∗)‖1 À
(
log M

)d−1
. (6)

Доведення оцiнки (6) проводиться за допомогою тих же мiрку-
вань, якi використовувались при доведеннi вiдповiдної оцiнки в при-
кладi 7 роботи [7].

Тепер повертаємось безпосередньо до оцiнки знизу величини
dB

M (BΩ
1,θ, L1). Розглянемо функцiю

g2(x) = C3N
−1

(
log N

)− d−1
θ g1(x), C3 > 0,

i оцiнимо ||g2||BΩ
1,θ

.
Враховуючи, що внаслiдок вибору параметра u

‖As(g1, ·)‖1 ¿
∥∥∥∥

d∏

j=1

Ku(xj)
∥∥∥∥

1

≤ C4, ∀s ∈ Θ̃(N), C4 > 0,

будемо мати

||g2||BΩ
1,θ

=
( ∑

s∈Θ̃(N)

Ω−θ(2−s)||As(g2, ·)||θ1
) 1

θ

¿
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¿ N−1
(
log N

)− d−1
θ

( ∑

s∈Θ̃(N)

Ω−θ(2−s)||As(g1, ·)||θ1
) 1

θ

¿

¿ N−1
(
log N

)− d−1
θ

( ∑

s∈Θ̃(N)

Ω−θ(2−s)
) 1

θ

³

³ (
log N

)− d−1
θ |Θ̃(N)| 1θ ³ 1. (7)

Таким чином, iз (7) робимо висновок, що функцiя
g2 ∈ BΩ

1,θ, 1 ≤ θ < ∞, з вiдповiдною сталою C3 > 0.
Далi, внаслiдок (6), iснує вектор y∗ такий, що

‖g2(x + y∗)−Gg2(x + y∗)‖1 À

À N−1
(
log N

)− d−1
θ ‖g1(x + y∗)−Gg1(x + y∗)‖1 À

À N−1
(
log N

)(d−1)
(
1− 1

θ

)
³ M−r

(
log M

)−b1−...−bd+(d−1)
(
r+1− 1

θ

)
.

Оцiнку знизу встановлено. Теорему 1 доведено.
Теорема 2. Нехай 1 ≤ θ < ∞, а Ω(t) задана формулою (3). Тодi

при 0 < r < l має мiсце порядкова рiвнiсть

dB
M (BΩ

∞,θ, L∞) ³ M−r
(
log M

)−b1−...−bd+(d−1)
(
r+1− 1

θ

)
. (8)

Доведення. Оцiнка зверху в (8) встановлюється аналогiчно, як
i оцiнка зверху в теоремi 1.

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу. При цьому використає-
мо мiркування аналогiчнi до тих, якi використовувалися у прикладi
2 роботи [7].

Розглянемо функцiю

g3(x) =
∑

s∈Θ′(N)

Ks(x),

де множина Θ′(N) означена вище, а

Ks(x) = ei(ks,x)
d∏

j=1

K2sj−2(xj),
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Kn(t) — ядро Фейєра.
Припустимо, що оператор G належить LM (B)∞. В роботi [12]

встановлено, що iснує вектор y∗ = (y∗1 , ..., y∗d) такий, що

‖g3(x− y∗)−Gg3(x− y∗)‖∞ À M. (9)

Розглянемо функцiю

g4(x) = C5N
−1

(
N

1
r

(
log N

)− b1
r −...− bd

r

)−1(
log N

)− d−1
θ g3(x), C5 > 0.

Покажемо, що функцiя g4 при вiдповiдному виборi сталої C5 на-
лежить до класу BΩ

∞,θ, 1 ≤ θ < ∞.
Дiйсно, скориставшись спiввiдношенням

||As(g3, ·)||∞ ¿ ‖Ks(·)‖∞ ³ 2‖s‖1 ,

де ‖s‖1 = s1 + ... + sd, sj ∈ N, будемо мати

||g4||BΩ
∞,θ

=
( ∑

s∈Θ′(N)

Ω−θ(2−s)||As(g4, ·)||θ∞
) 1

θ

¿

¿ N−1
(
N

1
r

(
log N

)− b1
r −...− bd

r

)−1(
log N

)− d−1
θ ×

×
( ∑

s∈Θ′(N)

Ω−θ(2−s)||As(g3, ·)||θ∞
) 1

θ

³

³
(
N

1
r

(
log N

)− b1
r −...− bd

r

)−1(
log N

)− d−1
θ

( ∑

s∈Θ′(N)

2‖s‖1θ

) 1
θ

= I2.

Далi, враховуючи, що для s ∈ Θ′(N) ⊂ Θ(N) виконуються
спiввiдношення

2‖s‖1 ³ N
1
r

d∏

j=1

s
− bj

r
j i sj ³ log N, j = 1, d,
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будемо мати

I2 ³
(
N

1
r

(
log N

)− b1
r −...− bd

r

)−1(
log N

)− d−1
θ ×

×N
1
r

(
log N

)− b1
r −...− bd

r |Θ′(N)| 1θ ³

³ (
log N

)− d−1
θ

(
log N

) d−1
θ = 1.

Тепер, скориставшись спiввiдношенням (9), отримаємо

‖g4(x− y∗)−Gg4(x− y∗)‖∞ À

À N−1
(
N

1
r

(
log N

)− b1
r −...− bd

r +d−1
)−1(

log N
)(d−1)

(
1− 1

θ

)
×

×‖g3(x− y∗)−Gg3(x− y∗)‖∞ À

À M−r
(
log M

)−b1−...−bd+(d−1)r
M−1

(
log M

)(d−1)
(
1− 1

θ

)
M =

= M−r
(
log M

)−b1−...−bd+(d−1)
(
r+1− 1

θ

)
.

Оцiнку знизу встановлено. Теорему 2 доведено.

Зауваження 1. У випадку Ω(t) =
d∏

j=1

trj , результати теорем 1

i 2 (для класiв Br
p,θ, 1 ≤ θ < ∞) отриманi А. С. Романюком в [9, 10].

Зауваження 2. Точнi за порядком оцiнки величин dB
M (HΩ

p , Lq)
при значеннях параметрiв p i q, якi задовольняють умовам теорем
1 i 2, отриманi М. М. Пустовойтовим в [11].
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