РОЗДІЛ III.  ПРЯМА НА ПЛОЩИНІ
§1. Пряма в афінній системі координат

Теоретичні відомості
Нехай пряма ℒ задана координатами точки 
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,  через яку вона проходить, та напрямного вектора 
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, якому вона паралельна.
Тоді рівняння прямої зручно записати у вигляді:
- канонічне                              
[image: image3.wmf]m

y

y

x

x

0

0

-

=

-

l

,                                      (3.1) 
- параметричне:                            
[image: image4.wmf],

,

0

0

î

í

ì

+

=

+

=

mt

y

y

t

x

x

l

                                                    (3.2) 

де   t – параметр 
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де 
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         Якщо в ролі точки 
[image: image7.wmf])

;

(

0

0

0

у

х

М

взяти точку 
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 перетину прямої з віссю 
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, то рівняння (3.3) набуде вигляду 
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         Якщо пряма задана двома точками 
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то її рівняння можемо записати:      

                                                       
[image: image13.wmf]1

2

1

1

2

1

y

y

y

y

x

x

x

x

-

-

=

-

-

                                              (3.5)

         У випадку, коли відомо “відрізки”, які пряма відтинає на координатних осях, то рівняння прямої  записуємо у вигляді:  
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де 
[image: image15.wmf]а

- «відрізок» на осі 
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 - на осі 
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 відповідно.

Крім цих рівнянь, залежно від способу задання прямої, можемо записати й інші види її рівнянь.

           Загальне рівняння прямої ℒ:    
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де 
[image: image20.wmf](
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 - напрямний вектор прямої.

Пучком прямих називається така сукупність прямих, які перетинаються в одній точці. Ця точка називається центром пучка.

         Якщо відомо центр пучка 
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, то його рівняння можемо записати у вигляді:

                                                         
[image: image22.wmf](

)

(

)

0

0

0

=

-

+

-

y

y

B

x

x

A

                                (3.8)

або                                                         
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            Якщо не відомо центра пучка, а дано дві його прямі, то рівняння запишемо у вигляді: 
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Теорема 3.1. Якщо в афінній системі координат задано пучок паралельних прямих, що задаються ненульовим вектором 
[image: image25.wmf](

)

m

l

p

;

®

, то рівняння 

                                                 
[image: image26.wmf]0

=

+

-

a

ly

mx

,                                          (3.11)

де 
[image: image27.wmf]a

 набуває довільних значень, визначає даний пучок.

Умова належності трьох прямих одному пучку

Теорема 3.2. Для того, щоб три прямі, задані в афінній системі координат рівняннями:

ℒ
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належали одному пучку, необхідно і достатньо, щоб
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Якщо пряма задана загальним рівнянням, то залежно від значень коефіцієнтів при змінних та вільного члена, можна вияснити розміщення прямої відносно системи координат. Зокрема: 

1. 
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 - пряма перетинає всі координатні осі.
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 - пряма проходить через початок координат.
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Якщо дві прямі ℒ
[image: image41.wmf]1

 і ℒ
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 задані загальними рівняннями, то можна встановити їх взаємне розміщення:
Якщо ℒ
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б) ℒ
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в) ℒ
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Якщо прямі задані рівняннями (3.4), тобто
ℒ
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                                     б) ℒ
[image: image64.wmf]1

= ℒ
[image: image65.wmf]2



 EMBED Equation.3  [image: image66.wmf]2

1

2

1

,

b

b

k

k

=

=

Û

                                          (3.17)

                                     в) ℒ
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Зауваження. Якщо пряма задана іншим з видів рівнянь, то ми завжди зможемо звести до розглянутих випадків.

Теорема 3.3. Множиною точок площини, координати яких задовольняють лінійну нерівність 
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), є одна із півплощин, на яку відповідна пряма 
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Якщо пряма ℒ задана загальним рівнянням і точка 
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 ℒ, то результат підстановки координат точки 
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 у рівняння прямої ℒ позначається 
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 і називається відхиленням точки 
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Розв’язання задач
3.1.1. Записати рівняння прямої, що :

а) проходить через точку 
[image: image78.wmf](
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б) проходить через точку 
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Розв’язання. Скориставшись канонічним рівнянням прямої (3.1) запишемо:
                                 а) 
[image: image81.wmf]4
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 або    -4(х+1)=3(у-5), 

звідки                           4х+3у-11=0                                                   (**)

Рівняння (*) – канонічне, а рівняння (**) – загальне рівняння шуканої прямої.

     б) Пряма паралельна осі ох, значить її напрямним вектором може бути будь-який вектор 
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, тоді рівняння (3.1) матиме вигляд:
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Отже, рівняння шуканої прямої, паралельної осі 
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Зауваження. Якщо пряма паралельна координатній осі, то в її рівнянні відсутня та змінна, що відповідає цій осі.
3.1.2. Записати рівняння прямої, яка проходить через дві точки К(1;-1) та N(3;4).
Розв’язання. Скориставшись рівнянням прямої (3.5), заданої двома точками, маємо:
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Отже, рівняння шуканої прямої: 
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3.1.3. Записати параметричне  рівняння прямої, яка проходить через дві точки 
[image: image89.wmf])
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Розв’язання.  Для написання параметричного рівняння (3.2) потрібно знати координати напрямного вектора: 
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  і координати точки 
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 можемо взяти довільну із двох даних точок. Нехай,

 для означеності, 
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3.1.4. Записати рівняння прямої , яка проходить через точку K(-2;1) і має кутовий коефіцієнт k=3;
Розв’язання. Скористаємося рівнянням прямої, записаним у вигляді (3.3) з кутовим коефіцієнтом :
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В нашому випадку:  у-1=3(х+2)   або   у=3х+7   або   3х-у+7=0.
[image: image1.wmf](
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Отже, рівняння шуканої прямої 3х+у+7=0.
3.1.5. Вияснити розміщення прямої відносно системи координат:
а) 3х+у=0; б) х-2у+4=0; в) 5у-3=0; г) 7х=0; д) 8-2х=0; е) 4у=0.
Розв’язання.  а) пряма проходить через початок координат О(0;0), тому що С=0 (Рис.3.1)
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б) пряма перетинає осі координат (Рис.3.2). 
        Дійсно, запишемо дане рівняння у вигляді: х-2у=-4 і поділимо обидві його частини на -4, тоді 
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в) пряма паралельна осі ох (відсутня змінні х) (Рис.3.3). Запишемо рівняння у вигляді
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3.1.6. Вияснити взаємне розміщення двох прямих:

а) ℒ
[image: image105.wmf]1

: 3х+4у-7=0,  ℒ
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 : 6х+8у-9=0;

б) ℒ
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 : х+у+2=0;

в) ℒ
[image: image109.wmf]1

: 5х+у-3=0,    ℒ
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 : 10х+2у-6=0.
Розв’язання. а) ℒ
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, тобто виконується умова (3.11)
б) ℒ
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Точку перетину цих прямих знаходимо, розв’язавши систему рівнянь 
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        Звідси 
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. Отже, прямі перетинаються в точці
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3.1.7. Пряма перетинає осі координат в точках А(3;0) та В(0;-2). Записати її рівняння.

Розв’язання. Можемо записати рівняння у “відрізках” на осях (3.4), адже 
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  Тоді          
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або 
 -2х+3у+6=0 – загальне рівняння прямої.
3.1.8. Записати рівняння прямої, що проходить через точку 
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. Записати це рівняння у вигляді:

 а) з кутовим коефіцієнтом;

 б) у «відрізках»  на осях.
Розв’язання. Запишемо канонічне рівняння прямої, підставивши у рівняння (3.1) координати точки 
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 та напрямного вектора 
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               Звідси 
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а) Запишемо це рівняння з кутовим коефіцієнтом, у вигляді (3.4). Для цього із загального рівняння прямої визначимо у. Отримаємо 
[image: image134.wmf]5

4

5

+

=

x

y

, де 
[image: image135.wmf]4

5

=

k

.

б) у «відрізках» на осях (3.6) запишемо отримане рівняння, якщо перенесемо вільний член загального рівняння прямої в праву частину і поділимо на нього обидві частини рівняння. В результаті отримаємо 
[image: image136.wmf]1
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Отже, пряма перетинає осі 
[image: image137.wmf]ох

та 
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відповідно в точках 
[image: image139.wmf])
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3.1.9. Чи перетинаються прямі ℒ 
[image: image141.wmf]1

:
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 та ℒ 
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Розв’язання.  ℒ 
[image: image145.wmf]1

II ℒ 
[image: image146.wmf]2

, так як відповідні коефіцієнти при змінних пропорційні 
[image: image147.wmf]7
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, тобто виконується умова (3.13).

Отже, ℒ 
[image: image148.wmf]1

 не перетинається з ℒ 
[image: image149.wmf]2

.

3.1.10. В пучку 
[image: image150.wmf](
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 знайти пряму, яка проходить через точку А(5;1).

Розв’язання. Пряма проходить через точку А(5;1), тому координати точки А мають задовольняти її рівняння. Підставимо в рівняння пучка замість х і у координати точки А, отримаємо: 
[image: image151.wmf](
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[image: image152.wmf].
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Цьому співвідношенню, очевидно, задовольняють значення: 
[image: image153.wmf]3
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. Підставивши ці значення в рівняння пучка, отримаємо: 
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Отже, шукана пряма має рівняння 
[image: image156.wmf]0
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Завдання для самостійного розв’язання
1.1. Довести, що три точки 
[image: image157.wmf]B
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 і 
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 належать одній прямій:

1) 
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Вияснити, яка  із трьох точок лежить між двома іншими. 
1.2. Задана афінна система координати. Написати рівняння прямої:

   а) яка проходить через точки 
[image: image165.wmf]A

(2; -1), 
[image: image166.wmf]B

(3; 0);

   б) яка проходить через точку 
[image: image167.wmf]A

(3; 5) і паралельна вектору
[image: image168.wmf]r

r

 (3; -2);
   в) яка проходить через точку 
[image: image169.wmf]A

(3; 6) і паралельна вектору 
[image: image170.wmf]1
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1.3. Задана афінна система координати. Написати рівняння прямої:

   а) яка проходить через точки 
[image: image172.wmf]A

(-1; 1) і 
[image: image173.wmf]B

(2; 5);

   б) яка проходить через початок координат і точку 
[image: image174.wmf]A

(2; 5);

   в) яка проходить через точку 
[image: image175.wmf]A

(2; -6) і паралельна вектору
[image: image176.wmf]r
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   г) відтинає на осях координат відрізки а = 3, в= -2;

   д) яка проходить через точку А(3; 5) і паралельна вісь oх;

   е) яка проходить через точку 
[image: image178.wmf]B

(-1; 2) і паралельна вісь oу.
1.4. Встановити, які із наступних трьох точок лежать на одній прямій:
   а) (2; 1), (-1; 4), (-7; 10);

   б) (0; 5), (7;1), (-2; 3);

   в) (1; 0), (0; 1), (-2;3);

   г) (2; 1), (10; 3), (5; 2).

1.5. Задана пряма, паралельна осі oу.  Чи можна написати рівняння цієї прямої: а) у «відрізках» на осях, б) з кутовими коефіцієнтом?
1.6. Через середину відрізка, заданого точками (2; 5) і (4; -1), провести пряму:
 а) паралельну осі oх; б) кутовий коефіцієнт якої 
[image: image179.wmf]k

=2.
1.7. Пряма задана параметрично:
                                                      х = 2 + 3t,                                                         

                                                      y = 3 – t.
 Визначити: а) координати напрямного вектора; б) координати точок, що відповідають параметрам 
[image: image180.wmf].
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1.8.  Чи належать точки А(0; 2), В(3; 1), С(-3; 8), D (11; 5), E (-1; 4) прямій, заданій параметрично:

                                          
[image: image181.wmf]t
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1.9.. Записати рівняння прямої, яка проходить через дані дві точки М1 і М2:

1) М1(-1; 3),   М2(4; 5);        2)М1(6; 2),   М2(7; -1); 

3) М1(3; -2),   М2 (-3; 5);     4) М1(6; 0),   М2(6; 1).

1.10.  На площині задано дві прямі 
[image: image183.wmf]0
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, які перетинаються. Записати умову, якій задовольняють координати внутрішніх точок того кута, в якому знаходиться початок координат.

1.11.  Визначити, як розміщені прямі відносно системи координат: 

а) 
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е) 
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1.12.  Задати на площині афінну систему координат і побудувати прямі:

а) 
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е) 
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1.13. Вияснити, як розміщена пряма  
[image: image198.wmf]0
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  відносно системи координат. 

1.14. Записати параметричне рівняння прямої, що проходить через точки 
[image: image199.wmf](
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1.15. Звести до рівнянь з кутовим коефіцієнтом та у «відрізках» на осях задані рівняння прямих і побудувати їх: а) 6х + 4у - 12 = 0; б) 5х - 2у + 10 = 0; 

в) 2х + Зу - 1 = 0.
1.16 Записати рівняння сторін трикутника, якщо його верши​нами є точки 
А (2; 1), 
[image: image201.wmf]В

(0;3), С(-2; 1).

1.17.  Записати рівняння прямої, що проходить через точку М (2; 3), і вона:
     а)  паралельна осі oх;
     б)  проходить через початок координат;
      в)  відтинає на координатних осях відрізки однакової довжини;
      д)  паралельна прямій 2х - у - 5 = 0.

1.18. Через точку М (3; 5) провести пряму так, щоб розміщений між осями координат, її відрізок ділився цією точкою навпіл.
1.19. Обчислити, при якому значенні параметра а пряма
 (а + 2)х + (а2-9)у + 3а2-8а + 5 = 0:
а) паралельна осі абсцис;
б) паралельна осі ординат;
в) проходить через початок координат.
В кожному з цих випадків написати рівняння прямої.
1.20.  Знайти "відрізки" а і 
[image: image202.wmf]b

прямої 3х - 4у + 12 = 0.
1.21. Вершини трикутника розміщені в точках 
[image: image203.wmf]A

(1;-2), 
[image: image204.wmf]B

(0;3) і 
[image: image205.wmf]C

(1;1). Через кожну з вершин проведені прямі, паралельні до протилежних сторін. Написати рівняння цих прямих.
1.22.  Знайти кутовий коефіцієнт k і відрізок b, який відтинає на осі 
[image: image206.wmf]oy

 кожна з даних прямих: 

а) 
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в) 
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1.23. Дано чотири точки 
[image: image210.wmf]A

(2;4;3), 
[image: image211.wmf]B

(0;0;5), 
[image: image212.wmf]C

(4;1;6) і 
[image: image213.wmf]D

(6;0;1). Довести, що прямі АВ і СD перетинаються. І знайти координати точки перетину.

1.24. Записати рівняння прямої, що проходить через точку А і паралельна прямій, яка проходить через точки М1 і М2 :

1) А(-3; 2), М1(1; 5), М2(2; 6);

2) А(1; -7), М1(0; 4), М2(-3; 2).

§ 2. Пряма в прямокутній декартовій системі координат

Теоретичні відомості

Оскільки декартова система координат є частинним випадком афінної, то всі рівняння прямої (3.1) – (3.11) можна використовувати і в прямокутній декартовій системі координат. Крім всіх видів рівнянь прямої в афінній системі координат, в декартовій системі координат є ще такі: 

нормальне                 
[image: image214.wmf],
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               (3.19)

[image: image556.wmf]L

де 
[image: image215.wmf]-
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кут між вектором нормалі, 

   проведеним із початку координат на             пряму, і додатним напрямом осі     абсцис, 
[image: image216.wmf]r

 – відстань від початку координат до прямої (рис.3.5).
Зауваження: а) сума квадратів коефіцієнтів при змінних рівна 1;

б) 
[image: image217.wmf]0
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- нормоване рівняння прямої      
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де знак перед радикалом береться протилежним знаку вільного члена.
Вектор, перпендикулярний до прямої, називається її нормальним вектором або вектором нормалі   і позначається 
[image: image219.wmf]n
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Якщо пряма задана точкою 
[image: image220.wmf]0
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 EMBED Equation.3  [image: image222.wmf](
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                (3.21)

Відстань від точки 
[image: image224.wmf]0
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Кут між прямими   
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                                              (3.23)

Якщо прямі задані загальними рівняннями, то кут між ними знаходимо як кут між їх напрямними векторами за формулами (1.23) . 

Необхідна і достатня умови паралельності двох прямих: 
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Необхідна і достатня умови перпендикулярності двох прямих:
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Розв’язання задач

Розв’язання будь-якої задачі на пряму лінію можна звести до застосування таких 9 елементарних задач, які необхідно знати і вміти розв’язувати.
3.2.1. Через дві дані точки провести пряму.
Розв’язання. Тут безпосередньо використовуємо рівняння (3.5).

 Наприклад,  записати рівняння прямої, що проходить через точки А(1;-2) та 

 В(-3;7). За рівнянням  (3.5)        ℒ:    
[image: image235.wmf].
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3.2.2. Через дану точку М0(х0;у0) провести пряму, паралельну даній прямій 
[image: image236.wmf].
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Розв’язання. Використовуємо рівняння (3.8)  
[image: image237.wmf](
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 Щоб знайти коефіцієнти, скористуємось умовою (3.24) паралельності прямих, тобто:  
[image: image238.wmf],
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  Підставимо ці значення в шукане рівняння, отримаємо 
[image: image239.wmf](
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Висновок 1. Щоб записати рівняння прямої, паралельної заданій, досить в ролі коефіцієнтів при змінних взяти відповідні коефіцієнти заданої прямої і скористатись рівнянням (3.8)

Наприклад. Пряма ℒ , яка проходить через точку А(-3,1) і паралельна прямій 3х-7у-1=0, має рівняння:
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3.2.3 Через точку М0(х0;у0) провести пряму, перпендикулярну прямій 

[image: image241.wmf].
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Розв’язання. Знову скористаємось рівнянням (3.8) і умовою перпендикулярності (3.25), отримаємо: 
[image: image242.wmf],
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 підставимо це значення в (3.8) отримаємо:
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Висновок 2. Щоб записати рівняння прямої, перпендикулярної заданій, достатньо поміняти місцями коефіцієнти при х і у рівняння заданої прямої, змінивши знак одного з коефіцієнтів на протилежний, а вільний член знайти з другої умови задачі.
Наприклад. Пряма ℒ , яка проходить через точку А(-3;7), перпендикулярно до прямої 4х+3у+7=0, має рівняння: 

                                    
[image: image245.wmf](
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3.2.4. Знайти точку перетину двох прямих, заданих рівняннями 
                   
[image: image246.wmf]0
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Розв’язання. Щоб знайти точку перетину двох прямих, необхідно розв'язати систему двох рівнянь 
[image: image248.wmf]î
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Наприклад. Знайти точку перетину двох прямих, заданих рівняннями 
[image: image249.wmf]:
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 EMBED Equation.3  [image: image252.wmf].
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Щоб знайти точку перетину даних прямих, розв’яжемо систему рівнянь 
[image: image253.wmf]î
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         Звідки 
[image: image254.wmf]2

-

=

x

, 
[image: image255.wmf]1

=

y

.

         Отже, точкою перетину цих прямих є точка 
[image: image256.wmf](
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3.2.5. Знайти довжину перпендикуляра, опущеного з точки М0(х0;у0) на пряму 
[image: image257.wmf].
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Розв’язання.  Довжина перпендикуляра ― це відстань від точки до прямої, вона обчислюється за формулою (3.22).
Наприклад. Довжина перпендикуляра, опущеного з точки А(4;-1) на пряму 12х-5у-27=0, дорівнює 
[image: image258.wmf](
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3.2.6. Знайти відстань між паралельними прямими 
[image: image259.wmf]0
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 і 
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Розв’язання: Відстань між паралельними прямими рівна відстані від будь-якої точки однієї прямої до другої. Візьмемо на першій прямій точку М(
[image: image261.wmf]0

;

1

A

C

-

) і знайдемо її відстань до другої прямої за формулою (3.22). 
 Тоді     
[image: image262.wmf]2

2

2

1

B

A

C

A

C

A

d

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

=

,   або  остаточно
                                       
[image: image263.wmf](

r

ℒ1, ℒ2)
[image: image264.wmf]2

2

1

2

B

A

C

C

+

-

=

.                                   (3.26)

           Отже, відстань між паралельними прямими обчислюється за формулою (3.26)

Наприклад. Обчислити відстань між прямими ℒ1: 9х-12у+2=0 і 

ℒ2: 3х-4у+10=0. Так як коефіцієнти при змінних у цих рівняннях пропорційні, то ℒ1ІІ ℒ2, але щоб використати формулу (3.26), необхідно, щоб коефіцієнти при змінних були однакові, тому запишемо рівняння ℒ1 у вигляді 
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3.2.7. Записати рівняння прямої, яка проходить через дану точку М0(х0;у0) і віддалена від точки 
[image: image268.wmf](
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Розв’язання. Будемо шукати рівняння прямої у вигляді 
[image: image269.wmf](
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, скориставшись формулою (3.22)
Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату і виконаємо елементарні перетворення, в результаті отримаємо:
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Це однорідне квадратне рівняння відносно невідомих А і В. Приймаючи одне з них за відоме, наприклад, А, розв'яжемо це рівняння. Отримаємо два значення невідомого В, виражені через А. Нехай для означеності 
[image: image272.wmf],
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 тоді рівняння шуканих прямих матимуть вигляд:
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Наприклад, скласти рівняння прямої, яка проходить через точку М0(2;1) і віддалена від точки С(6;4) на п'ять одиниць. За формулою (3.22) запишемо:

[image: image274.wmf](

)

(

)

(

)

=

+

-

Þ

+

+

=

+

Þ

+

-

+

-

=

2

2

2

2

2

2

2

2

9

24

16

24

9

16

25

1

4

2

6

5

A

AB

B

AB

B

A

B

A

B

A

B

A
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   Отримаємо одне рівняння прямої 
[image: image277.wmf](
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          Отже, рівняння шуканої прямої  
[image: image278.wmf].
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3.2.8. Через дану точку М0(х0,у0) провести пряму під даним кутом 
[image: image279.wmf]a

 до даної прямої 
[image: image280.wmf].

1

b

x

k

y

+

=


Будемо шукати рівняння прямої у вигляді (3.9), а саме: 
[image: image281.wmf](
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 Для знаходження невідомого коефіцієнта k скористуємось умовою, що кут між шуканою і даною прямою рівний 
[image: image282.wmf]a

. Отже, можна обчислити 
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           Рівняння шуканої прямої:
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Наприклад. Через точку А(-1;3) провести пряму під кутом 45
[image: image287.wmf]o

 до даної прямої 
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Розв’язання. Запишемо рівняння заданої прямої у вигляді 
[image: image289.wmf].
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Отримаємо дві взаємно перпендикулярні прямі:


[image: image293.wmf](

)

(

)

.

0

8

3

1

3

1

3

0

6

3

1

3

3

=

-

+

Û

+

-

=

-

=

+

-

Û

+

=

-

y

x

x

y

y

x

x

y


При розв'язанні складніших задач на пряму лінію потрібно спочатку, аналізуючи її умову, скласти план розв'язання, який здебільшого буде включати, як елементи, плани розв'язування розглянутих вище задач, а також задачі 3.2.9, поданої нижче. Потім поступово виконувати обчислення відповідно до складеного плану.

3.2.9. Знайти точку, симетричну заданій М0(х0,у0) відносно заданої прямої 
[image: image294.wmf].
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Розв’язання. Шукану точку позначимо через М(х;у) (рис. 3.6).
[image: image557.wmf]2

1. Через М0 проведемо пряму, перпендикулярну даній (задача 3.2.3).

2. Знайдемо точку N перетину  прямих (задача 3.2.4).

3. Знаючи координати кінця і середини  відрізка 
[image: image295.wmf]0

MM

, за формулою (2.10) знайдемо координати другого кінця         відрізка – точки М.

Проведемо відповідні обчислення:

1. 
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3. 
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[image: image300.wmf](
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Наприклад.  Знайти точку, симетричну точці К 
[image: image301.wmf](
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 відносно прямої ℒ :
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5

3

=

+

-

у

х

.

[image: image558.wmf]3

Розв’язання. Через точку
[image: image303.wmf]K

 (рис. 3.7) проведемо пряму ℒ
[image: image304.wmf]1

, перпендикулярну даній прямій ℒ (задача 3.2.3). Ця пряма має рівняння: 
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   Знайдемо точку О перетину двох прямих (задача 3.2.4), розв’язавши систему 
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Звідки 
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За координатами кінця 
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 і середини 
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 знаходимо координати точки 
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Отже, 
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3.2.10. Дано рівняння сторін трикутника: ℒ
[image: image318.wmf]1

:210,

xy

+-=

 ℒ
[image: image319.wmf]2

:54170,

xy

+-=

 ℒ
[image: image320.wmf]3

:4110.

xy

-+=

 

Записати рівняння його висот.


Розв’язання. Запишемо рівняння висоти АН (рис.3.8) у вигляді пучка прямих ℒ 
[image: image321.wmf]1

 та ℒ
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АН:  
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        Скористаємось умовою (3.25) перпендикулярності  АН   і   ℒ
[image: image325.wmf]3
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    звідки      
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Підставимо у рівняння    АН: 
[image: image328.wmf].
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Виконавши спрощення, отримаємо АН : 
[image: image329.wmf].
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Аналогічно записуємо рівняння двох інших висот даного трикутника.
3.2.11. Через точку А(1; 2) провести пряму, відстані якої до точок
 В (—2; 3)  і С (5; 4) були б рівні між собою.

Розв’язання. Щоб знайти пряму, яка проходить через точку А (І; 2) і рівновіддалена від двох даних точок, треба або знайти ще одну точку на цій прямій, або визначити її кутовий коефіцієнт. Тоді рівняння шуканої прямої можна записати так:
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Друге рівняння зручніше, оскільки треба буде визначити тільки одне невідоме. Позначивши кутовий коефіцієнт шуканої прямої через  к, запишемо її рівняння у такому вигляді:
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Використавши нормоване рівняння прямої, за допомогою якого визначається відстань точок до прямої, матимемо
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Знайдемо відстані відповідно точок В і С до цієї прямої: 
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За умовою  
[image: image337.wmf]2
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1) 
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З першого співвідношення отримаємо 
[image: image341.wmf]7
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Таким чином, ця задача має два розв'язки:

      
[image: image343.wmf])

1

(

7

1

2

-

=

-

x

y

,  або   
[image: image344.wmf]0

13

7

=

+

-

y

x

;

        
[image: image345.wmf]),
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Отже, через точку 
[image: image347.wmf])
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 проходить дві прямі, які задовольняють умову задачі,

                  ℒ
[image: image348.wmf]1
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3.2.12. Записати рівняння сторін трикутника, якщо відома  вершина А(3;-1), рівняння бісектриси 
[image: image352.wmf]0
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 та медіани 
[image: image353.wmf]0
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, проведених з різних вершин.
Розв’язання. Щоб записати рівняння сторін трикутника, треба знайти вершини трикутника, а для цього слід насамперед, проаналізувати, через яку вершину проходять відомі бісектриса і медіана.

Координати точки А не задовольняють ні рівняння бісектриси, ні рівняння медіани. Нехай тоді бісектриса проведена з вершини 
[image: image354.wmf]B

, а медіана - з вершини С. Координати точки  В позначимо через (
[image: image355.wmf]0
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. Тоді основою медіани є точка 
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 (точка 
[image: image358.wmf]D

- середина відрізка 
[image: image359.wmf]AB

 )

Запишемо умову належності точки 
[image: image360.wmf])
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Умова належності точки 
[image: image362.wmf]D

  медіані: 
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Ці дві умови записуємо у вигляді системи рівнянь 
[image: image364.wmf]î
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, розв'язками якої є координати точки В: 
[image: image365.wmf]5

,

10

0

0

=

=

y

x


Отже, В(10; 5).
Рівняння сторони 
[image: image366.wmf]AB

 можна записати як рівняння прямої, що проходить через дві точки 
[image: image367.wmf]A

 і 
[image: image368.wmf]B

 (рівняння 3.5), а саме:
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Щоб записати рівняння сторони ВС, точка В якої відома, треба знайти ще одну точку, яка лежала б на ВС. Такою точкою може бути не обов'язково точка С, а будь-яка інша точка, що лежить на цій пря​мій. За умовою задачі нам відома бісектриса кута В. З властивості бісектриси, як геометричного місця точок, випливає, що точка, симетрич​на точці А відносно бісектриси кута В, обов'язково лежить на прямій ВС. Знайдемо її. Для нього складемо рівняння прямої, що проходить через точку А і перпендикулярна до бісектриси кута 
[image: image371.wmf]B

, використавши рівняння (3.9), та другу умову (3.25): 
[image: image372.wmf](
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. Кутовий коефіцієнт бісектриси 
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Знайдемо точку перетину цього перпендикуляра з бісектрисою: 
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í

ì

=

-

+

=

+

-

,

0

11

4

;

0

10

4

y

x

y

x


Звідки 
[image: image378.wmf]3
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, тобто 
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Точка A і симетрична їй точка 
[image: image380.wmf]1
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 і знаходяться на однаковій відстані від точки Р, причому точка Р лежить на 
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  . Отже,
[image: image382.wmf]P

— середина відрізка
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. Використаємо це та формули (2.10) для знаходження координат точки  
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, які позначимо через 
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Звідки  
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Отже, 
[image: image390.wmf])
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Знаючи координати точок 
[image: image391.wmf]1
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 і В, запишемо рівняння прямої ВС, використавши (3.5)
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Знайдемо точку С як спільну точку прямої ВС і відомої медіани, розв'язавши систему рівнянь:
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Звідки 
[image: image395.wmf]8
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Отже, 
[image: image396.wmf])
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Запишемо рівняння прямої AС:  
[image: image397.wmf]1
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Отже, рівняння сторін даного трикутника такі: АС: 
[image: image399.wmf]0
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3.2.13. Через точку 
[image: image402.wmf](
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 провести дотичну до кола радіуса 4, центр якого міститься в точці 
[image: image403.wmf](
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Розв'язання. Рівняння шуканої прямої ( дотичної ) запишемо у вигляді пучка із кутовим коефіцієнтом k ( рівняння (3.9) ). Так як дотична проходить через точку А, то її рівняння набирає вигляду 
[image: image404.wmf](
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 Задача звелась до відшукання кутового коефіцієнта k. Оскільки шукана пряма дотикається до кола радіуса 4 з центром в точці С, то задача проведення дотичної з даної точки А, рівносильна задачі проведення через дану точку 
[image: image405.wmf](
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 прямої, що проходить на відстані 4 одиниць від точки 
[image: image406.wmf](

)

1

;

3

-

C

 (задача 3.2.7). Тому для визначення коефіцієнта k можемо скористатися формулою відстані від даної точки до прямої (3.22). Для цього потрібно рівняння прямої звести до нормального виду і замість біжучих координат підставити координати 
[image: image407.wmf](
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Таким чином, отримаємо: 
[image: image408.wmf].
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Звідки знаходимо значення кутового коефіцієнта: 
[image: image409.wmf].
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Підставляючи ці значення в рівняння шуканої прямої, ми знайдемо рівняння двох дотичних:
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[image: image411.wmf].
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           3.2.14. Записати рівняння прямої, що проходить через точку 
[image: image412.wmf]A

 (8;6) і відтинає від координатного кута трикутник, площа якого становить 12 кв.од.
        Розв’язання. Цю задачу можна розв'язати кількома способами. Виберемо найбільш раціональний з них.
Оскільки пряма відтинає від координатного кута трикутник, то вона перетинає осі координат. Тому рівняння шуканої прямої можна записати у відрізках на осях: 
[image: image413.wmf].
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Так як точка А лежить на цій прямій, то умову її належності прямій можна записати так: 
[image: image414.wmf]1
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                                         (1)

Площу трикутника, який утворюється при перетині шуканої прямої і координатного кута, виразимо через відрізки на осях: 
[image: image416.wmf],

2

1

ab

S

=

D


де добуток 
[image: image417.wmf]ab

 береться за абсолютною величиною тому, що «відрізки» на осях можуть виявитися від'ємними. Для даної задачі маємо:

                                 
[image: image418.wmf]ab
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         З рівнянь (1) і (2) можна записати такі системи рівнянь для визначення


[image: image420.wmf]a

 і 
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           Перша система на множині дійсних чисел розв’язків не має. Друга система має такі розв’язки 
[image: image424.wmf]3
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           Тобто, існують дві прямі, які проходять через точку [image: image426.wmf]A

і відтинають від координатного кута трикутник, площа якого 12 кв. од. Рівняння цих прямих :                                         
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          Отже, через точку 
[image: image431.wmf]А

 проходять дві прямі ℒ
[image: image432.wmf]1
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[image: image434.wmf]2
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, які задовольняють умову задачі.

3.2.15. В прямокутній декартовій системі задано дві прямі 
[image: image436.wmf],
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[image: image437.wmf].
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 Через точку перетину цих прямих провести пряму, перепендикулярну до прямої 
[image: image438.wmf].

0

=

+

у

х


Розв’язання. Запишемо рівняння пучка, що визначається заданими прямими: 
[image: image439.wmf](
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 Запишемо умову перпендикулярності цієї прямої і прямої 
[image: image440.wmf]:
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[image: image441.wmf](
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Цьому співвідношенню задовольняють значення: 
[image: image443.wmf].
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 Підставимо ці значення у рівняння пучка. Після елементарних перетворень отримаємо рівняння прямої: 
[image: image444.wmf].
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Перевірка. а) Пряма 
[image: image445.wmf].
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проходить через точку перетину заданих двох прямих, так як їх точка перетину має координати 
[image: image446.wmf]÷
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, які задовольняють задане рівняння.

б) Прямі  
[image: image447.wmf]0
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 перпендикулярні, так як 
[image: image449.wmf].
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Завдання для самостійного розв’язання
2.1. Дано прямокутну декартову систему координат. Написати рівняння прямої, яка:

   а)  проходить через точку А (2; 5) і кутовий коефіцієнт її k =3;

   б)  проходить через точку А (-1; -7) і перпендикулярна вектору 
[image: image450.wmf])
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   в)  є бісектрисою першого і третього координатних кутів;

   г) проходить через початок координат і утворює  з віссю oх кут 
[image: image451.wmf]j

=300  ;   
    д) проходить через точку  А (2; 5) і паралельна бісектрисі другого і четвертого координатних кутів;
   е)  проходить через точку А (-3; 1) і перпендикулярна прямій 
[image: image452.wmf]0
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2.2. Записати рівняння прямої, яка проходить через точку К і перпендикулярна вектору 
[image: image453.wmf]b
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:

1) К(0; 2), 
[image: image454.wmf]b
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=(-1; 4);       2) К(2; -1), 
[image: image455.wmf]b
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=(4; -3);       

3) К(3; -2), 
[image: image456.wmf]b

r

=(0; 1);       4) К(-1; -2), 
[image: image457.wmf]b

r

=(2; 0).     
2.3.  В прямокутній декартовій системі координат дано пряму 2х – 3у + 1 = 0. Визначити її напрямний вектор
[image: image458.wmf]r

r

, нормальний вектор 
[image: image459.wmf]n

r

, кутовий коефіцієнт і відрізки, які відтинає вона на осях координат. Побудувати дану пряму і вектори
[image: image460.wmf]r
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 і 
[image: image461.wmf]n
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2.4. В прямокутній декартовій системі координат дано точки А (2; -3) і В (3; 5). Через середину відрізка АВ провести пряму, перпендикулярну АВ.

2.5. В прямокутній декартовій системі координат задано координати вершин трикутника АВС:  А (1; 5) В (-1; 2),  С (3; 2). Записати рівняння: 

  а) висоти трикутника;

  б) прямих, які проходять через вершини трикутника паралельно протилежним сторонам.

2.6.  На прямій L, рівняння якої в репері 
[image: image462.wmf])

;

;
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O

 x + 5y + 4 = 0, знайти точку, сума відстаней від якої до точок A (-3;0) і В (5;0) рівна 10.
2.7.  Звести рівняння наступних прямих до нормального виду:

   а) 3х – 4у + 1 = 0;    б) 2х + 
[image: image463.wmf]5

у = 0;   в)  
[image: image464.wmf]11

х + 5у – 3 = 0;    г) х + у – 15 = 0.

2.8. Задано дві прямі своїми рівняннями:

                                            3х + 4у - 18 = 0  і  3 х - 43 = 0.

  Впевнитися в тому, що вони паралельні, і визначити відстань між ними.
2.9.  На прямій х + 2у - 12 = 0 знайти точки, рівновіддалені від прямих
 х + у - 5 =0 та 7х - у + 11 = 0.
2.10. Знайти проекцію точки Р(-6;4) на пряму 4х – 5у+3=0.
2.11. Пряма задана точкою
[image: image465.wmf]0

M

(-1;2) і напрямним вектором 
[image: image466.wmf](

)

3,1

s
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r

. Записати :


а) канонічне рівняння прямої ;


б) загальне рівняння прямої  і звести його до нормального вигляду;


в) довжину  перпендикуляра, опущеного з початку координат на пряму.
2.12. Обчислити площу прямокутника, якщо відомі рівняння двох його сторін 3х – 2у – 5=0 і 2х+3у+7=0, а одна з вершин знаходиться в точці А(-2,1).
2.13. Дві сторони квадрата лежать на прямих  х–2у+2=0 і  х–2у–5=0. Обчислити його площу.
2.14. Дві сторони квадрата лежать на прямих 
[image: image467.wmf]0
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[image: image468.wmf]0
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. Одна з його вершин знаходиться в точці А(2;-3). Записати рівняння двох інших сторін квадрата.
2.15. Задано паралельні прямі 
[image: image469.wmf]0
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[image: image471.wmf]0
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. Довести, що перша з них лежить між двома іншими і обчислити відношення, в якому вона ділить відстань між ними.
2.16. Записати рівняння геометричного місця точок, відхилення яких від прямої 
[image: image472.wmf]0
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дорівнює -2.
2.17. Відхилення точки М від прямих 
[image: image473.wmf]0
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[image: image474.wmf]0
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 відповідно дорівнюють -3 і -5. Знайти координати точки М.
2.18. Точка М1(-2;5) є основою перпендикуляра, проведеного з початку координат на пряму. Написати рівняння цієї прямої.
2.19. Точка М1(3;2) є основою перпендикуляра, проведеного з точки М2(1;-1) на пряму. Написати рівняння цієї прямої.
2.20.   Знайти кути, які утворюють  з віссю ох прямі: 

а) 
[image: image475.wmf]0
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б) 
[image: image476.wmf]0
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 в) 
[image: image477.wmf]0
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2.21. Вершини трикутника містяться в точках А(1;5), В(-1;2) і С(3;2). Написати рівняння висот цього трикутника.
2.22. Задані дві вершини А(-1;5),  В(3;2) трикутника ABC і точка О1(5;-3) перетину його висот. Написати рівняння сторін цього трикутника.
2.23.  Написати рівняння сторін квадрата, якщо довжина сторони
дорівнює 
[image: image478.wmf]2

 , а його діагоналі лежать на осях прямокутної декартової системи координат.
2.24. Знайти проекцію точки М1 (5;-2) на пряму 2х - 3у - 3 = 0.
2.25. Знайти точку, яка симетрична початку координат відносно прямої 

х - 4у +17 = 0.
2.26. Знайти точку, симетричну точці Р(2;-5) відносно прямої 2х + 8у - 15 = 0.
2.27. Вершини трикутника містяться в точках А(-4;-5),  В(4;1)  і  С(
[image: image479.wmf]2

1

-

;7). Написати:
а) рівняння бісектриси внутрішнього кута А;
б) рівняння медіани, яка проходить через вершину А.
2.28. Знайти вершини ромба, якщо відомі дві його сторони х+3у+12=0,   
[image: image480.wmf]  3 8  0 

ху

+-=

    і    рівняння    однієї    з    його    діагоналей   2х + у + 4=0.
2.29. Знайти такі 
[image: image481.wmf]a

 і 
[image: image482.wmf]b

, щоб прямі 3х - 2у +1 = 0  і  
[image: image483.wmf]у

х

b
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 - 3 = 0 співпадали.
2.30. Через точку M0(1;6) провести пряму так, щоб середина її відрізка, який міститься між прямими 
[image: image484.wmf]0
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, лежала на прямій 

[image: image486.wmf]0
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.
2.31. Провести пряму так, щоб точка М0(1;2) була серединою відрізка, який міститься між осями координат.
2.32. Через   точку   перетину   прямих 
[image: image487.wmf]0
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 провести пряму, перпендикулярну до прямої 
[image: image489.wmf]0
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2.33. Задано рівняння сторін трикутника 
[image: image490.wmf]0
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17

4

5

=

-

+

y

x

 і 
[image: image492.wmf]  4 11  0
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. Написати рівняння висот цього трикутника.
2.34. Задано суміжні вершини А(1;-2) і В(3;2) паралелограма ABCD і точка  О1(1;1)  перетину його діагоналей. Написати рівняння сторін цього паралелограма.
2.35. Задано рівняння двох суміжних сторін паралелограма 
[image: image493.wmf]0
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 і точка О1(3;-1) перетину його діагоналей. Написати рівняння двох інших його сторін.
2 36. Знайти довжини висот трикутника, сторони якого задані рівняннями: 

[image: image495.wmf]0
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2.37. На прямій 
[image: image498.wmf]0
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 знайти точки, які рівновіддалені від прямих 

[image: image499.wmf]0
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2.38. Точки А(3;-9) і В(8;-14) - суміжні вершини квадрата. Знайти інші вершини квадрата і написати рівняння його сторін.
2.39. Написати рівняння катетів рівнобедреного прямокутного трикутника, якщо відоме рівняння гіпотенузи 
[image: image501.wmf]0
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 і вершина прямого кута міститься в точці С(4;-1).
2.40. Задані рівняння однієї із сторін квадрата 
[image: image502.wmf]0
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 і точка О1(-2;0) перетину його діагоналей. Написати рівняння діагоналей і решти сторін цього квадрата.
2.41. Задані   рівняння 
[image: image503.wmf]0
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 двох   сторін  трикутника і рівняння 
[image: image505.wmf]0
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 однієї з його медіан. Написати рівняння третьої сторони цього трикутника.
2.42. Задані рівняння 
[image: image506.wmf]0
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 двох сторін трикутника і точка М1(-1;-2) перетину його медіан. Написати рівняння  третьої сторони трикутника.
2.43. Написати рівняння сторін трикутника ABC, знаючи одну з його вершин А(3;0) і рівняння двох медіан 
[image: image508.wmf]0
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2.44.  Написати рівняння сторін трикутника ABC, знаючи одну з його вершин А(7;8) і рівняння двох бісектрис 
[image: image510.wmf]0

13

2

=

-

+

y

x

, 
[image: image511.wmf]0

5

=

-

-

y

x

.
2.45. Знайти точку перетину висот трикутника, якщо його верши​нами є точки 
А(0; 1), В(-3;2), С(-3;-1).
2.46. Написати   рівняння   прямої,   яка   проходить   через   точку 
[image: image512.wmf]1

Μ

(2;-5):
а) перпендикулярно до осі ох;
б) перпендикулярно до осі оу;
в)  перпендикулярно до вектора, що з'єднує дану точку  
[image: image513.wmf]1
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 з точкою 
[image: image514.wmf]2
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(3,0).
2.47. Знайти кут між прямими:
а)
[image: image515.wmf]0
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б) 
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2.48. Вияснити, які з наведених пар прямих перпендикулярні:

 а) 
[image: image519.wmf]0
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[image: image521.wmf]0
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2.49.  Написати рівняння прямої, яка проходить через точку 
[image: image523.wmf]0

Μ

(-2;2) і відтинає від одного з координатних кутів трикутник площею S = 4,5 кв. одиниць.
2.50. Написати рівняння прямої, яка з віссю Ох утворює кут 
[image: image524.wmf]°

=

135

a

 і відтинає на осі оу відрізок b=3.
2.51. Під яким кутом до осі ох нахилена пряма, що проходить через точку 
А(-3;3) та В(4;-2)?
2.52. Записати рівняння сторін трикутника і знайти його внутрішній кут А, якщо його вершини задаються такими координатами:
     а) А (2; 2), В(-3;2), С(1;-1);          б) А(-1;1), В(0; 2), C(3; -1);
     в) А (3; 1), В (0; 0), С (І; 2);         г) А (-2; 0), В(1; 2), С (-3; -1);
     д) А(4;1), В (2;2), С(7(1,-1);         є) А(2;0), В(3;2), С(0;-1).
2.53. Знайти відстань від точки Р до прямої 
[image: image525.wmf]l

:

1) Р(-1; 3),  
[image: image526.wmf]l

:  5х - 12у - 13 = 0;

2) Р(2; -4),  
[image: image527.wmf]l

:  7х + 15у + 17 = 0.
2.54.   Точки   
[image: image528.wmf]1

M

(-2,0)  і   
[image: image529.wmf]2

M

(4,0)   є  кінцями  відрізка.   Написати рівняння серединного перпендикуляра.
2.55.. Обчислити площу трикутника, який утворений осями коорди​нат і прямою -2х + 3у + 6 = 0.
2.56.  Встановити, що чотирикутник 
[image: image530.wmf]ABDC

, де 
[image: image531.wmf]A

(-2;-2), 
[image: image532.wmf]B

(-3;1), 
[image: image533.wmf]C

(
[image: image534.wmf]2
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) і 
[image: image535.wmf]D

(3;l) є трапеція. Написати рівняння середньої лінії і діагоналей цієї трапеції.
2.57. Через точку 
[image: image536.wmf]P

(1;2) провести пряму так, щоб вона відтинала на осях координат однакові відрізки.
2.58. Точки 
[image: image537.wmf]P

(2;-l), 
[image: image538.wmf]Q

(-3;-3)  і  
[image: image539.wmf]R

(-l;0) - це середини сторін трикутника. Написати рівняння його сторін.
2.59. В прямокутному базисі хоу дано точку Р і вектор 
[image: image540.wmf]a

r

. Записати рівняння прямої, яка проходить через точку Р паралельно вектору 
[image: image541.wmf]a

r

:

1) Р(1; 2),    
[image: image542.wmf]a

r

=(1; -3);

2) Р(-4; 3),   
[image: image543.wmf]a

r

=(2; 8);

3) Р(-1; -4),  
[image: image544.wmf]a

r

=(0; -3);

4) Р(0; -1),   
[image: image545.wmf]a

r

=(4; 0).

2.60. Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку В і перпендикулярна до прямої, яка проходити через дві точки С1 і С2:

1) В(-1; 3),  С1(4; 5), С2(-4; 2);

2) В(2; -4),  С1(6; 2),  С2(1; 7);

3) В(12; 5),  С1(4;8), С2(4; 3);

4)В(-1; -7),  С1(2; 3),  С2(5; 3).

2.61..Скласти рівняння прямої, яка проходить через точку А і розміщена 

на однаковій відстані від точок В і С:

1) А(-2; 5),   В(2; 4),  С(-4; 6);

2) А(2; -1),   В(-1; 5),  С(3;7).

2.62. Визначити координати ортогональної проекції точки Р на пряму 
[image: image546.wmf]l

:

1) Р(2; 4),      
[image: image547.wmf]l

:  9х - 12у – 20 = 0;

2) Р(1; -1),     
[image: image548.wmf]l

:  х + 3у – 1 = 0.

2.63. Визначити координати точки М, яка симетрична точці Р відносно 

прямої 
[image: image549.wmf]l

:

1) Р(3; 6), 
[image: image550.wmf]l

:  2х - 5у – 7 = 0;

2) Р(5; -11), 
[image: image551.wmf]l

:  х - 4у + 2 = 0;
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