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РОЗДІЛ II. МЕТОД КООРДИНАТ НА ПЛОЩИНІ
§1. Різні системи координат на площині. Геометричний зміст рівнянь та нерівностей
Теоретичні відомості

Орієнтація площини
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Формули для обчислення орієнтованого кута між векторами 
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Якщо базисні вектори різної довжини  (різний масштаб), то такий базис називається афінним, а система координат – афінною.

Ортонормований базис задає прямокутну декартову систему координат.
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називається матрицею переходу від базису 
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 - однаково орієнтовані, якщо det C<0 – протилежно орієнтовані.
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Зв'язок між полярними і прямокутно декартовими  координатами точки
Якщо точка М в прямокутній декартовій системі координат має координати 
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а) формули переходу до прямокутної декартової системи координат від полярної системи кординат:
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б) формули переходу до полярної системи координат від прямокутної декартової:
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Лінією (кривою), заданою рівнянням 
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, називається множина тих і лише тих точок площини, координати яких задовольняють це рівняння.

Теорема 2.1. Якщо ліву частину рівняння 
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 можна подати у вигляді добутку двох (чи більше) функцій, то це рівняння задає дві (чи більше) дійсні або уявні криві. Іншими словами: якщо 
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Теорема 2.2. Будь-яке рівняння з однією змінною 
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) на площині задає систему дійсних або уявних прямих, паралельних тій координатній осі, що відповідає відсутній змінній.

Щоб визначити геометричний зміст нерівності 
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1. Побудувати, задану відповідним рівнянням 
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2. Вияснити, які області утворились на площині в результаті побудови лінії.

3. Взяти деяку фіксовану точку 
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. Знак цього числа визначає знак нерівності, що задає область, з якої взята точка.
Зауваження. Система двох рівнянь 
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 визначає точки перетину двох ліній, а система нерівностей – задає переріз областей, що визначаються кожною нерівністю.
Розв’язання задач
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Розв’язання. За формулою (2.4) запишемо матрицю переходу 
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2.1.2. Знайти координати точок, симетричних точці 
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Розв’язання. Побудуємо точку 
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б) аналогічно знаходимо координати точки 
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2.1.3. Зобразити в полярній системі координат точки: а)
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Розв’язання. [image: image803.wmf]а
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 (рис. 2.7).

Зауваження. Кожна точка площини має нескінченну множину узагальнених полярних координат. 

Наприклад, 
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2.1.4. Точка 
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Розв’язання. За формулами (2.6): 
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2.1.5. Нехай 
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Розв’язання. Для визначення полярних координат точок скористаємося співвідношенням (2.6). 
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 В даному випадку точка С розміщена в третій чверті, тому 
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2.1.6. Знайти відстань між двома точками 
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Розв’язання. З 
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Звідки:                                   
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                 (2.7)
Наприклад. Визначити відстань між точками: 
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Розв’язання. Скористаємося формулою (2.7):
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2.1.7. Обчислити площу 
[image: image172.wmf]ABC
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, заданого координатами вершин 
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Розв’язання. Площу 
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    (рис.2.9.)
Обчислимо площу кожного із трикутників:
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Підставивши ці значення у вираз для обчислення площі 
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 , отримаємо: 
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[image: image808.wmf]A

2.1.8.Записати  рівняння бісектриси II і IV координатних кутів прямокутної декартової системи координат.
Розв’язання. Логічно задати цю лінію рівнянням 
[image: image183.wmf]x
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. (рис. 2.10.) 
Дійсно, яку б точку на прямій не взяли, то        її координати задовольняють це рівняння. Якщо ж візьмемо деяку точку поза прямою, то її координати не задовольняють цього рівняння. 
Отже, за означенням лінії, рівняння 
[image: image184.wmf]x
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 є рівнянням бісектриси II і IV координатних кутів.

2.1.9. Чи можна стверджувати, що рівняння 
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 є рівнянням бісектриси I і III координатних кутів прямокутної декартової системи координат?
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Розв’язання. За теоремою про розпад лінії робимо висновок, що лінія 
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 (рис.2.11) 
(так як 
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    Перше рівняння 
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 задає бісектрису       I і III координатних кутів:
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2.1.10. Визначити геометричне місце точок площини, заданих рівнянням 
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      Розв’язання. Знайдемо розв’язки            даного рівняння: 
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      За теоремою 2.2 про геометричний      зміст рівняння з однією змінною – це є дві прямі, паралельні осі 
[image: image197.wmf]Oy

 (рис.2.12.)
2.1.11. Яка фігура на площині визначається нерівністю 
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Розв’язання. 1) Побудуємо лінію,  задану відповідним рівнянням 
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– це коло з центром в початку координат, радіуса 
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2)Коло розбиває площину на дві області – внутрішню 
[image: image201.wmf]1
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 та зовнішню 
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3)Візьмемо довільну фіксовану точку, наприклад, 
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 і обчислимо значення виразу лівої частини нерівності в цій точці, тобто
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Так як 
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 визначається нерівністю 
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. Отже, дана нерівність задає внутрішність круга, разом із межею  – колом, так як нерівність нестрога.
2.1.12. З’ясувати, яку фігуру задає система нерівностей 
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 у декартовій системі координат.
Розв’язання. Першу нерівність задовольняє множина точок площини, розміщених у смузі між паралельними прямими 
[image: image209.wmf]2
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 (рис.2.14), а другу – внутрішня область параболи. Отже, система нерівностей задає двічі заштриховану фігуру 
[image: image211.wmf]OAB
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Задачі на складання рівнянь заданого геометричного місця точок
Геометричне місце точок (гмт) задається певними властивостями. Потрібно записати рівняння і вияснити (дослідити), яку множину точок визначає воно. Такого типу задачі зручно розв’язувати за допомогою алгоритму:
1. Доцільно вибрати систему координат.

2. Взяти довільну біжучу точку М з біжучими координатами 
[image: image212.wmf](
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3. Записати основне співвідношення між даними і шуканими елементами.

4. Записати це співвідношення в координатах.

5. Виконати необхідні перетворення, спрощення.

6. Довести, що отримане рівняння задає ту і лише ту множину точок, яка має властивості, задані умовою задачі. 
2.1.13. Знайти рівняння множини точок площини, для кожної із яких модуль різниці квадратів відстаней від двох даних точок є величина стала.

Розв’язання. Скористаємось алгоритмом.
1.За вісь абсцис., візьмемо пряму, яка проходить через дві дані точки 
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 та 
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. Вісь 
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- серединний перпендикуляр до 
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 (рис.2.15.). 
Тоді, нехай 
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2.Візьмемо біжучу точку 
[image: image218.wmf](
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3.Запишемо основне співвідношення між даними і шуканими точками: 
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4.Запишемо це співвідношення в координатах: 
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5.Виконавши перетворення, спрощення, отримаємо: 
[image: image221.wmf]2
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Звідки:
           1)якщо 
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2)якщо 
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Отже, це дві прямі, паралельні осі ординат. 
Так як сторонніх коренів немає, то доведення проводити не будемо.

2.1.14. Знайти множину точок, відношення відстаней яких до двох даних точок 
[image: image227.wmf]A

 і 
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є величина стала і рівна 
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Розв’язання. Аналогічно попередній задачі використаємо алгоритм. 
1. Вісь абсцис - 
[image: image230.wmf]AB

. Вісь 
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 - серединний перпендикуляр до 
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 (рис.2.15)
2. 
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3. Основне співвідношення: 
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4. Запишемо це співвідношення в координатах: 
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5. Виконаємо перетворення, спрощення: 
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, тобто 
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Отримали рівняння кола з центром в точці 
[image: image242.wmf])

0

;

1

1

(

2

2

l

l

-

+

-

a

O

і радіуса 
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Це коло називається колом Аполлонія.

2.1.15. Через початок координат проведені різні можливі хорди кола 
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. Записати  рівняння геометричного місця точок, що є  серединами  цих хорд.
Розв’язання. Користуємось алгоритмом розв’язання задач на складання рівнянь. 
1. [image: image814.wmf]4
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Систему координат прямокутну декартову вже задано.

2. Візьмемо довільну точку, що є серединою однієї із хорд кола, проведеної через початок координат і позначимо її 
[image: image245.wmf])

;

(

у

х

М

 (рис.2.16).

3. Основне співвідношення:        
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 - точка кола, 
кінець хорди і нехай її координати 
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4.Запишемо це співвідношення в координатах: 
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 EMBED Equation.3  [image: image251.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image252.wmf]y
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5. Так як точка 
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 належить колу, то її координати задовольняють рівняння кола: 
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[image: image257.wmf]0
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Отримане рівняння 
[image: image258.wmf]4
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 є рівнянням кола з центром в точці 
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2.1.16. Побудувати криву 
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Розв’язання. Так як рівняння четвертого степеня, то перейдемо до полярної системи координат. Скориставшись формулами (2.6), отримаємо 
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Дослідження. З того, що 
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.    Складаємо таблицю відповідних значень 
[image: image280.wmf]r

 для певних 
 значень кута 
[image: image281.wmf]j

 і за отриманими значеннями побудуємо криву (рис.2.17)
Це - двопелюсткова троянда - крива четвертого порядку.
2.1.17. У кожному з наступних випадків знайти множину точок, координати яких в узагальненій системі координат задовольняють рівняння:
а) 
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Розв’язання. а) За формулою (2.6) рівняння 
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можна записати у вигляді 
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[image: image298.wmf]5

=

R

.
г) 
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; для неузагальненої – це промінь-бісектриса I координатного кута для узагальненої – бісектриса I і III кутів.

е) 
[image: image300.wmf]2
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 - так само, як і в пункті г).
2.1.18. Циклоїдою називається траєкторія, описана точкою М кола  радіуса r, що котиться без сковзання по даній прямій 
[image: image301.wmf]a

.

Прийнявши пряму 
[image: image302.wmf]a

 за вісь абсцис, а початкове положення точки М за початок координат, записати  рівняння кривої.
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Рис. 2.18.
Спочатку напишемо параметричне задання циклоїди, тобто виразимо координати довільної точки (х;у) кривої, як функції від деякого параметра: 
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. Далі, виключивши із цих двох співвідношень 
[image: image305.wmf]j

, отримаємо рівняння прямої в прямокутних декартових координатах.

Нехай М(х;у) – будь  –  яка точка циклоїди, S – центр кола, яке котиться, а Н – основа перпендикуляра, опущеного із точки S на вісь абсцис (рис.2.18).                  Візьмемо в якості параметра кут, який утворює промінь SМ з променем SH, тобто. 
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Якщо М1 – основа перпендикуляра, опущеного із точки М на вісь абсцис, а М2 – основа перпендикуляра, опущеного із тієї ж точки на вісь ординат, тоді очевидно, 
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Таким чином, циклоїда має такі  параметричні задання: 
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Запишемо рівняння цієї кривої в прямокутній декартовій системі координат. Для цього виключимо із співвідношення параметр 
[image: image310.wmf]j

. Із другого рівняння отримаємо: 
[image: image311.wmf].
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 Підставивши це значення 
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 у перше рівняння і врахувавши, що 
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Для  побудови циклоїди зауважимо, що вона періодична; період (базис циклоїди) 
[image: image315.wmf].
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Тому при побудові кривої достатньо побудувати тільки ці точки, для яких 
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Завдання для самостійного розв’язання
1.1. Побудувати точки 
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 відносно прямокутної системи координат.

1.2. Дано правильний шестикутник 
[image: image326.wmf]ABCDEF

. Знайти координати його вершин, якщо точка 
[image: image327.wmf]A

 – початок координат, додатний напрям осі 
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 – напрям сторони 
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, додатний напрям осі 
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 – напрям діагоналі 
[image: image331.wmf]AE

, а одиниця масштабу на обох осях – сторона шестикутника.

1.3. Відносно афінної системи координат з ортами 
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1.4. За координатами трьох вершин 
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 паралелограма визначити координати четвертої його вершини:
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1.5. Записати параметричне рівняння променя 
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1.6. Записати параметричне рівняння відрізка 
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1.7. Відносно репера 
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 дано координати  точок 
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. Знайти координати точки 
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1.8. Визначити геометричні місця точок, заданих рівняннями в прямокутній декартовій системі координат: 

а) х-у=0;  б) х2+2х-15=0;  в) у+3=0;  г) ху+у2=0;  д) х2-у2=0;  е) х-5=0;  
ж) у2-2ух=0.

1.9. Вияснити, які із геометричних місць точок, задані наступними парами рівнянь: 

    а) 
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1.10. Визначити геометричне місце точок площини, заданих наступними рівняннями в полярній системі координат: 

                              а)
[image: image371.wmf]4

=

r

;    б) 
[image: image372.wmf]r
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[image: image373.wmf]j
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                              д) 
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[image: image379.wmf]j
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; ж) sin
[image: image381.wmf]j

= cos 
[image: image382.wmf]j

.

1.11. Знайти  геометричне місце середин відрізків паралельних прямих, що містяться між заданими паралельними прямими а і b.
1.12.  Визначити геометричні місця точок, заданих рівняннями в прямокутній декартовій системі координат: 

   а) х-у=0;  б) х2+2х-15=0;  в) у+3=0;  г) ху+у2=0;  д) х2-у2=0;  е) х-5=0; 
 ж) у2-2ух=0.

1.13.  На прямій х + 2у - 12 = 0 знайти точки, рівновіддалені від прямих
                                  х + у - 5 =0  та  7х - у + 11 = 0.

1.14. Який геометричний зміст точок, координати яких задовольняють рівняння:

  а) у = 
[image: image383.wmf];
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  б) у = -
[image: image384.wmf]-
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1.15. В прямокутній декартовій системі координат задано рівняння геометричного місця точок:

    а) 
[image: image385.wmf];
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    б) 
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    в) 
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    г) 
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    д) 
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    е) 
[image: image390.wmf];

0

8

2

2

2

=

+

+

+

y

y

x


    ж) 
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 Яка множина точок площини в кожному з цих випадків визначається?

1.16. Знайти геометричне місце точок площини, сума квадратів відстаней яких від двох даних точок А і В є величина стала.

1.17. Знайти геометричне місце точок площини, сума квадратів відстаней яких від трьох даних точок А, В і С є величина стала.

1.18.  Визначити геометричне місце точок площини, із яких даний відрізок АВ видно під прямим кутом .
1.19. Визначити, які з точок, заданих координатами (1; 
[image: image392.wmf]2

1

),(2; -1), (3,5;-4).

 належать прямій 
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1.20. Побудувати точки, задані полярними координатами:
(3; 
[image: image394.wmf]6
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); (1; 
[image: image395.wmf]3
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p

); (5; 
[image: image396.wmf]6
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); (0,5; 
[image: image397.wmf]2
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); (6; π); (3; 
[image: image398.wmf]3

p

); (
[image: image399.wmf]3
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[image: image400.wmf]6
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); (–2; 
[image: image401.wmf]4

p

).

1.21.  Дано правильний шестикутник, сторона якого рівна a. Взявши за полюс одну з його вершин, а за полярну вісь одну із сторін, що через неї проходять, знайти полярні координати решти п’яти вершин.

1.22. Знайти відстань між двома даними точками:

1) А(2; 
[image: image402.wmf]12

p

) і В(1; 
[image: image403.wmf]12
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p

);
2) С(4; 
[image: image404.wmf]5

p

) і D(6; 
[image: image405.wmf]5
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p

);
3) Е(3; 
[image: image406.wmf]18
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) і F(4; 
[image: image407.wmf]9

p

).
1.23. Дано полярні координати точок А(8; –
[image: image408.wmf]3
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p

) і В(6; 
[image: image409.wmf]3

p

). Зайти полярні координати середини відрізка, який сполучає точки А і В.

1.24. Відносно полярної системи координат дано точку А(5;  
[image: image410.wmf]3

2

p

). Знайти:

1) Точку В, симетричну точці А відносно полюса;

2) Точку С, симетричну точці А відносно полярної осі.
1.25. Відносно полярної  системи  координат дано точки:  
[image: image411.wmf]А

(2; 
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[image: image416.wmf]D

(5; π), 
[image: image417.wmf]E

(5; 0). Які координати будуть мати ці точки, якщо повернути полярну вісь навколо полюса в додатному напрямку на кут 
[image: image418.wmf]4
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?
1.26. Знайти площу трикутника, одна з вершин якого розміщена в полюсі, а дві інші мають координати (4; 
[image: image419.wmf]9

p

), (1; 
[image: image420.wmf]18
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p

).

1.27. Знайти прямокутні координати точок, які задані своїми полярними координатами: 
[image: image421.wmf]A

(2; 
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p

), причому вісь абсцис співпадає з полярною віссю, а початок координат – з полюсом.

1.28. Якщо прямокутні координати точок 
[image: image430.wmf]A

(–1; 1), 
[image: image431.wmf]B

(0; 2), 
[image: image432.wmf]C

(5; 0), знайти їх полярні координати.

1.29.  Знайти полярні координати точки  М, знаючи її декартові координати 
[image: image433.wmf]8
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1.30.  Відомі полярні координати точки ρ=10, φ= 
[image: image435.wmf]6

p

, знайти її прямокутні декартові координати, якщо полюс знаходиться в точці (2; 3), а полярна вісь паралельна 
[image: image436.wmf]ox

.

1.31. Полюс – в точці (3; 5),  полярна вісь паралельна додатному напрямку осі оу. Знайти полярні координати точок 
[image: image437.wmf]1

M

(9; –1) і 
[image: image438.wmf]2

M

(5; 5 - 2
[image: image439.wmf]3

).
1.32. Визначити положення точок 
[image: image440.wmf]1
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(1;2), 
[image: image441.wmf]2
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(6;1), 
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M


[image: image443.wmf])

3

2

5

;

3

(
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§ 2. Основні задачі на площині
Теоретичні відомості
 Поділ відрізка в даному відношенні ( просте відношення трьох точок ).
а) Задані точки 
[image: image445.wmf](
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  Координати точки С,  що ділить відрізок АВ у відношенні 
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, обчислюються за формулами:
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б) Якщо точка С – середина відрізка  АВ,  то її координати:
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Координати центра ваги однорідної трикутної пластинки (точки перетину медіан) обчислюються за формулами:
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де  
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Якщо в точках  
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     (2.12)
Основні задачі в декартовій системі координат ті ж, що й в афінній системі координат. Крім цього ще розв’язуються задачі:

- обчислення відстані між двома точками 
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- обчислення площі трикутника, заданого координатами вершин 
[image: image457.wmf](
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та інші метричні задачі, сформульовані відносно ортонормованого репера.


В полярній системі координат можна розв’язувати всі ті задачі, які розв’язуються в прямокутній декартовій.

Задача перетворення систем координат
Задано дві афінні системи координат: xoy – стара і 
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 і координати нового базису відносно старої системи координат 
[image: image461.wmf](

)

21

11

1

;

'

c

c

е

 і 
[image: image462.wmf])

;

(

'

22

12

2

c

c

е

.
Якщо довільна точка М площини відносно старої системи координат має координати 
[image: image463.wmf](
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Часткові випадки задачі перетворення афінних координат:

а) Перенесення початку без зміни базису: 
[image: image466.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image467.wmf]);
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Формули перетворення мають вигляд:
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б) Зміна базису без зміни початку координат: 
[image: image471.wmf])
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Якщо обидві системи координат ( стара і нова ) прямокутні декартові, то формули (2.15) мають вигляд:
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де   
[image: image476.wmf],
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   якщо обидві системи координат однакової орієнтації, 
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 якщо – різної орієнтації.
Якщо початок координат не змінюється, а осі повертаються на деякий кут, то формули повороту мають вигляд 
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Розв’язання задач 
Основні типи задач

I тип
Обчислення координат точок



Для розв’язання такого типу задач можна запропонувати алгоритм:

1. Позначимо координати шуканої точки  М через (x;y).
2. За умовою задачі ( використовуючи відомі означення і теореми) складаємо два незалежні співвідношення, які пов’язують точку М з відомими елементами задачі.

3. Отримані співвідношення запишемо в координатах, матимемо систему двох рівнянь з двома невідомими x та y.

4. Розв’язавши систему, отримаємо розв’язок задачі.
2.2.1. В трикутнику АВС: АС=ВС, висота СМ=
[image: image479.wmf]72

, 
[image: image480.wmf]BAC

Ð

 має додатну орієнтацію. Знайти координати точки С,  якщо А(6;-2), В(4;0) (рис.2.19).

[image: image816.wmf]r

Розв’язання. За умовою задачі АС=СВ. Тоді висота 
[image: image481.wmf]СМ

є медіаною. За теоремою Піфагора запишемо співвідношення для прямокутного трикутника СМВ. Виходячи з цих даних
записуємо систему:   
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За формулою (19) знайдемо 

За формулами (2.10) знайдемо координати точки М:   
[image: image483.wmf](
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Позначивши координати шуканої точки  С через (х;у), запишемо  рівності системи в координатах:
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Система має два розв’язки:  (-1;-7) і (11;5), але так як 
[image: image485.wmf]BAC

Ð

 має бути додатноорієнтованим, то другий розв’язок не задовольняє умову задачі. 
Отже, шукана точка С(-1;-7).
2.2.2. Знайти точку 
[image: image486.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image487.wmf](
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Розв’язання. Точка 
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 ділить відрізок 
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 у відношенні 
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Отже, 
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2.2.3. Точка 
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, що сполучає точку 
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. Знайти координати точки 
[image: image501.wmf]А

.
Розв’язання. Позначимо координати шуканої точки 
[image: image502.wmf]А

 через 
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 є серединою відрізка 
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, то її координати знайдемо за формулами (2.10). Так як 
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Звідси 
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ІІ тип
Метричні задачі


У загальному випадку задачу можна сформулювати так: геометрична фігура задана координатами своїх вершин або координатами інших точок, через які можна обчислити координати вершин. Обчислити довжини певних відрізків цієї фігури, величини кутів утворених  відрізками, площу фігури тощо.


При розв’язуванні таких задач користуються основними методами розв’язання задач на площині та методом розв'язання задач I типу, а також основними задачами розділу I та попереднього параграфа цього розділу.
2.2.4. Трикутник АВС задано координатами вершин А(4;1), В(7;5), С(-4;7).  Знайти: 

а) довжину медіани АМ;

б) довжину бісектриси АК;

в) площу 
[image: image511.wmf]D

АВС;

г) довжину висоти АН;

д) величину кута А;

е) величину кута 
[image: image512.wmf]a

 між бісектрисою АК  і медіаною АМ;

є) координати центра ваги трикутника АВС.
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Розв’язання.  1) Знайдемо координати точки М (рис.2.20), як координати середини відрізка за формулами (2.10): 
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 Скористаємось формулою (2.13) і 
знайдемо відстань між двома 
точками 
[image: image515.wmf]A

 і 
[image: image516.wmf]M
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2) Використаємо властивість бісектриси кута трикутника, а саме: бісектриса внутрішнього кута трикутника ділить протилежну сторону на відрізки, пропорційні бічним сторонам. Для нашого випадку: 
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За формулами (2.9) при 
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За формулою (2.13) 
[image: image521.wmf].
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3) Площу трикутника обчислимо за формулою (2.14)
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4) Довжину висоти знайдемо, знаючи площу трикутника: 
[image: image523.wmf](
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5) Для обчислення величин кутів введемо відповідні вектори 
[image: image524.wmf](
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 (формула (1.6)) і скористаємось формулою (1.23). 
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6. За формулою (1.6)    
[image: image526.wmf].
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 За формулою (1.23) 
[image: image527.wmf],
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7.  Центр ваги трикутника обчислимо за формулою (2.11) :
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Відповідь: 
[image: image531.wmf]
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ІІІ тип
Задачі на доведення


Дані в умові задачі подаються в координатах. Вимагається довести, що задана фігура має певні властивості ( що це є квадрат, ромб тощо).


Ці задачі є частковим випадком метричних задач. Спосіб їх розв’язання грунтується на таких основних фактах:


― координати вектора рівні різниці відповідних координат його кінця і 


     початку;


― рівні вектори мають рівні координати;


― кут А, утворений векторами 
[image: image535.wmf]AB

 і 
[image: image536.wmf],
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 прямий тоді і тільки, коли 

[image: image537.wmf]0
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― вектори паралельні тоді і тільки тоді, коли пропорційні їх відповідні  координати.


При цьому застосовуються теореми елементарної геометрії (Піфагора, теорема косинусів, метричні співвідношення в трикутнику, властивість дотичної до кола тощо) та основні задачі, а також задачі типів І і ІІ.
2.2.5. Довести, що точка 
[image: image538.wmf]M

 перетину медіан 
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, заданого координатами вершин 
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Розв’язання. Точка 
[image: image545.wmf]К

 - середина 
[image: image546.wmf]АВ

 (рис.2.21), тому (за формулою 2.10)
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[image: image548.wmf]М

 ділить їх у відношенні 2:1, починаючи від вершин, тому 
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[image: image550.wmf]М

знайдемо за формулою (2.9). 
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2.2.6. Довести, що трикутник АВС, заданий координатами своїх
вершин: А(1;1), В(2;5), С(-6;7), є прямокутним. Вказати вершину прямого кута.
Розв’язання. 1) За формулою (1.6) 
[image: image553.wmf](
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 Знайдемо довжини сторін трикутника за формулою (2.13): ВС=
[image: image554.wmf]68

, ВА=
[image: image555.wmf]17

, АС=
[image: image556.wmf]85

. Очевидно: АС2=ВС2+ВА2, а це означає, що трикутник прямокутний.
2) Якщо АС – гіпотенуза, то протилежна вершина В є вершиною прямого кута.
Отже, вершиною прямого кута є точка 
[image: image557.wmf]В

.
Застосування методу координат до доведення теорем
Теорема Піфагора. В прямокутному трикутнику квадрат гіпотенузи рівний сумі квадратів катетів. 

Доведення. 

[image: image820.wmf]1
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Нехай 
[image: image558.wmf]АВС

 – прямокутний трикутник з вершиною прямого кута в точці С (рис.2.22). Точку С візьмемо за початок прямокутної декартової системи координат, а осі направимо повздовж катетів трикутника. Якщо СВ=а, СА=b, тоді вершини трикутника, очевидно матимуть координати 
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 Для визначення квадратів довжин сторін трикутника, скористаємося формулою (1.6): 
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Теорема Стюарта. Якщо задано трикутник АВС і на його основі точка D, що лежить між точками В і С, то справедлива рівність                           
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Доведення. Розглянемо прямокутну декартову систему координат, взявши за початок координат точку В. Введемо позначення для координат точок А, С і D: 
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 (рис.2.23).

При вказаному виборі системи координат 
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 Тепер обчислимо всі величини, які входять у співвідношення: 
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Підставимо ці значення в ліву частину співвідношення. Отримаємо:
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Теорему доведено.
Теорема Менелая. Для того, щоб три точки 
[image: image579.wmf],
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 що лежать на сторонах ВС, СА, АВ трикутника АВС, належали одній і тій же прямій, необхідно і достатньо, щоб 
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Доведення. Візьмемо точку А за початок координат, а вектори 
[image: image581.wmf]АВ

  і 
[image: image582.wmf]АС

 за координатні вектори афінної системи координат (рис.2.24).
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 Введемо позначення: 
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 У вибраній системі координат вершини трикутника АВС, очевидно, будуть мати координати А(0;0), В(1;0), С(0;1).
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Звідси        
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            Після елементарних перетворень отримаємо: 
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           Таким чином,     
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IV тип
Обчислення координат центра ваги фігури
Тут необхідно розрізняти два принципові випадки:

- однорідна пластинка;
- стержнева або дротяна фігура.

Необхідно знати, що:

― центр ваги однорідного стержня чи дроту співпадає з його серединою;
― центр ваги  трикутної однорідної пластинки - точка перетину медіан трикутника;
― маса однорідного стержня чи дроту приймається пропорційною його довжині і вважається, що вона зосереджена в точці, яка ділить його навпіл;
― маса однорідної пластинки пропорційна площі пластинки і зосереджена в її центрі ваги.
[image: image823.wmf](
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1. Щоб обчислити координати центра ваги 
n-кутної однорідної пластинки, слід цю пластинку розбити на трикутники (рис.2.25), знайти центр ваги кожного трикутника ( формула (2.11)), обчислити площі трикутників за формулою (2.14) і використати формули (2.12).

[image: image824.wmf]r


     2)
Щоб обчислити координати центра ваги дротяної чи стержневої фігури (рис.2.26), слід обчислити координати середин ланок (формули 2.10) та  їх довжини (формули 2.13), а далі скористуватися  формулами (2.12).
2.2.6. В точці 
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40 г. (рис.2.24) Визначити координати центра ваги цієї системи.
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Розв’язання. Центр ваги міститься в точці 
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 (рис.2.27)     , яка ділить відрізок у відношенні,               обернено пропорційному масам,    тобто                     
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За формулами (2.9)  можна      знайти координати точки 
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            Отже, 
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2.2.7. У вершинах 
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 зосереджені маси 30, 40, та 60 грам відповідно. Визначити координати центра ваги системи мас 
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. Знайти центр ваги системи, за умови, що в точках 
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 зосереджені рівні маси.

Розв’язання. Позначимо центр ваги даної системи мас 
[image: image624.wmf])

;

(

у

х

М

. Тоді за формулою (2.12) запишемо: 

[image: image625.wmf];

3

130

240

120

30

60

40

30

60

4

40

3

30

1

=

+

+

=

+

+

×

+

×

+

×

=

x



 EMBED Equation.3  [image: image626.wmf].

4

13

12

16

24

60

40

30

60

2

40

4

30

8

=

+

+

=

+

+

×

+

×

+

×

=

y


Звідки 
[image: image627.wmf])
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б) Якщо в точках 
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 зосереджені рівні маси 
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         Отже, 
[image: image633.wmf])

3

14

;

3

8

(

M

.

[image: image826.wmf]1

Ф

2.2.8. Однорідний стержень зігнутий у вигляді трикутника, вершини якого 
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[image: image635.wmf]ABC
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 (рис. 2.28).
Розв’язання. Так як фігура стержнева, то знаходимо центр ваги її, як для випадку 2 (рис. 2.28). 
          Знайдемо довжини сторін 
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 (формули 2.13):
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та координати середин цих сторін відповідно (формули 2.10): 
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Тоді центр ваги 
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 має координати (за формулами (2.12)):
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2.2.9. Знайти центр ваги однорідної чотирикутної пластинки, вершини якої розміщені в точках: 
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Розв’язання.  Скористаємось першим випадком розв’язання задач такого типу. Розіб’ємо чотирикутну пластинку 
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 на два трикутники 
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  і 
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 (рис. 2.29), знайдемо їх площі (формули 2.14), які є пропорційними відповідно їх масам.
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 відповідно. За формулами (2.11) маємо: 
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Тоді за формулами (2.12) знаходимо координати центра ваги даної однорідної пластинки:
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Перетворення координат
Тут в свою чергу можна виділити такі основні задачі.

а) Положення нової системи координат відносно старої задано неявно. Визначити координати точок відносно нової чи старої системи координат.
При розв'язуванні таких задач необхідно спочатку вияснити, чи обидві системи прямокутні декартові, чи хоча б одна із них афінна. В першому випадку застосовуються формули (2.18), в другому ― (2.15). Для того, щоб записати ці формули, необхідно за даними задачі обчислити координати нового початку і координати нових ортів.
Розв’язання задач

2.2.10. На який кут необхідно повернути прямокутні осі координат, щоб у рівнянні 
[image: image671.wmf]0

11

8

6

2

=

+

+

y

xy

 після перетворення координат був відсутній доданок з добутком координат 
[image: image672.wmf]ху

.
Розв’язання. Система координат прямокутна декартова. 
1. Будемо вважати кут 
[image: image673.wmf]a

 поки що довільним і в задане рівняння замість 
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 підставимо їх значення із  формул повороту (2.19):
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2. Зведемо подібні доданки, серед них виділимо той, що містить 
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3. Коефіцієнт при добутку 
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 прирівняємо до 0. Отримаємо                                
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Враховуючи формулу тангенса подвійного кута, отримаємо
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     Отже, осі координат потрібно повернути на кут, для якого 
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2.2.11. Осі координат спочатку співпадали з катетами СА і СВ прямокутного трикутника АВС, причому СА=3, СВ=4. Потім за осі координат були вибрані: перпендикуляр, опущений із вершини прямого кута на гіпотенузу, і сама гіпотенуза даного трикутника. Визначити координати вершин трикутника відносно цієї нової системи координат.
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Розв’язання. 1) Обидві системи прямокутні декартові однакової

 орієнтації, тому скористаємось формулами (2.18), при 
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2) Знайдемо 
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Тоді  
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        Оскільки  
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3) Запишемо формули 
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 перетворення координат: 
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[image: image703.wmf]b
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4) Координати точок С, А, В відносно старої системи координат: С(0;0), А(3;0), В(0,4). Щоб обчислити їх нові координати, досить у (
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) замість х і у підставити їх значення і обчислити 
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Для точки 
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 матимемо:
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Для точки 
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Аналогічно  знаходимо координати точки 
[image: image712.wmf]A
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Отже, вершини трикутника відносно нової системи координат такі: С
[image: image714.wmf]12169
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б) Відносно деякої системи координат задана крива своїм рівнянням. Записати її рівняння відносно іншої системи координат, визначеної умовою задачі.
Як і в попередньому випадку, при розв'язанні таких задач необхідно спочатку записати формули перетворення координат (2.15) або (2.18), залежно від того, якого виду обидві системи, а потім одержані координати підставити в задане рівняння кривої. Виконавши всі можливі спрощення, матимемо розв'язок задачі.
2.2.12. Гіпербола задана рівнянням 
[image: image715.wmf]1
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 відносно прямокутної декартової системи координат. Записати рівняння цієї кривої в новій системі координат, якщо за нові осі взяти її асимптоти 
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Розв’язання.  1) Стара система ― прямокутна декартова, нова ― афінна (рис.2.31), тому тут застосовуємо формули (2.15).
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2) Новий початок 
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 Обчислимо координати ортів нових осей: 
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або 
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аналогічно 
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       3) формули (2.15) наберуть вигляду: 
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 EMBED Equation.3  [image: image724.wmf].
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       4) Рівняння гіперболи в новій системі координат матиме вигляд:
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Після елементарних перетворень отримаємо: 
[image: image726.wmf].
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Отже, в новій системі координат рівняння гіперболи  
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Завдання для самостійного розв’язання
2.1. Знайти:

а) відстань між точками 
[image: image728.wmf]1
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(1;2;3) і 
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б) відстань від початку координат до точок 
[image: image735.wmf]M

(1;15;
[image: image736.wmf]15

), 
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(0;2;3), 
[image: image738.wmf]P

(3;
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 -3), 
[image: image740.wmf]Q

(1;-5;6).
2.2. Довести, що різниця квадратів двох сторін трикутника рівна різниці квадратів їх проекцій на третю сторону.

2.3. Нехай в трикутнику АВС 
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2.4.  Довести, що якщо в трапеції діагоналі рівні, то трапеція рівнобічна.
2.5. Довести, що в трапеції відрізок, який сполучає середини діагоналей, паралельний основам і рівний їх піврізниці.
2.6.  Знайти нові координати точок 
[image: image744.wmf]A

(2; 3), 
[image: image745.wmf]B

(–5; 4), 
[image: image746.wmf]C

(0; 2) в системі, отриманій перенесенням даної афінної, якщо новий початок координат – точка О′(7; –1).

2.7. В афінній системі координат дано точку 
[image: image747.wmf]M

(2; 5). Її координати після перенесення відповідно рівні – 4 і 7. Знайти старі координати нового початку 
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 і нових ортів 
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  і нові координати старого початку 
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 і старих ортів 
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2.8. Знайти формули перетворення декартової афінної системи координат на площині в кожному із наступних випадків, якщо дані старі координати нових одиничних векторів і старі координати нового початку координат:
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2.9. Знайти формули перетворення афінної системи координат, якщо дано старі координати нових одиничних ортів і нового початку координат:
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2.10. Відносно афінної системи координат дано три точки:   
[image: image770.wmf]A

(2; 1),  
[image: image771.wmf]B

(3; 0), 
[image: image772.wmf]C

(1; 4). В новій афінній системі координат ті ж точки мають координати: 

[image: image773.wmf]A

(1; 6), 
[image: image774.wmf]B

(1; 9), 
[image: image775.wmf]C

(3; 1). Знайти формули перетворення афінної системи координат. Знайти старі координати нового початку координат і нових одиничних ортів та нові координати старого початку координат і старих одиничних ортів.

2.11. Дано дві системи координат oху і o’′х′у ′. Координати х та у довільної точки відносно першої системи виражаються через її координати х′ та у′ відносно другої системи формулами:

х=2х′-5у′+3,       у= –х′+2у′-2.

Знайти координати початку другої системи і одиничних векторів її осей відносно першої системи.

2.12. Новий початок О′ прямокутної системи o′х′у′ має відносно прямокутної системи oху координати (–3; –2); cos(oх; o′х′)=
[image: image776.wmf]5

4

-

, sin (oх; o′х′)=
[image: image777.wmf]5

3

-

; системи oху і o′х′у′ - різних типів. Знайти формули переходу від старих координат х та у до нових координат х′ і у′.

2.13. Нова система координат отримана із старої перенесенням початку в точку О′(3; –4) і поворотом на кут 
[image: image778.wmf]a

такий, що 
[image: image779.wmf]cos


[image: image780.wmf]a

=
[image: image781.wmf]13

12

, sin
[image: image782.wmf]a

=
[image: image783.wmf]13

5

-

. Відносно вихідної системи координат дано точку 
[image: image784.wmf]A

(6; –2). Знайти її координати в новій системі. 

2.14. Осі координат повернуті на кут 
[image: image785.wmf]a

=60°. Координати точок  
[image: image786.wmf]A

(2
[image: image787.wmf]3

; –4),  
[image: image788.wmf]B

(
[image: image789.wmf]3

; 0) і 
[image: image790.wmf]C

(0; –2
[image: image791.wmf]3

) задані в новій системі. Знайти координати цих же точок в старій системі координат.

2.15. Дано точки 
[image: image792.wmf]M

(3; 1), 
[image: image793.wmf]N

(–1; 5) і 
[image: image794.wmf]P

(–3; –1). Знайти їх координати в новій системі, якщо осі координат повернути на кут 
[image: image795.wmf]a

= –45°.

2.16. Довести, що в прямокутному трикутнику кожен із катетів є середнім пропорційним між гіпотезою і його проекцією на гіпотенузу.
2.17. Довести, що різниця квадратів двох сторін трикутника рівна різниці квадратів їх проекцій на третю сторону.
2.18. Нехай в трикутнику АВС 
[image: image796.wmf]b
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[image: image797.wmf]m
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[image: image798.wmf](
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2.19.  Довести, що якщо в трапеції діагоналі рівні, то трапеція рівнобічна.

2.20. Довести що, в трапеції відрізок, який сполучає середини діагоналей, паралельний основам і рівний їх піврізниці.
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