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РОЗДІЛ 1. ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ

В ПРОСТОРІ

§ 1. Поняття вектора. Лінійні операції над векторами

Теоретичні відомості

Вектором називається множина однаково напрямлених (співнапрямлених) відрізків однакової довжини. 
Довжиною (модулем) вектора називається довжина будь-якого представника класу співнапрямлених відрізків, який визначає цей вектор. 

Два вектори називаються рівними, якщо множини відповідних їм напрямлених відрізків збігаються.

Ознака рівності двох векторів
Для того, щоб два вектори були рівними, необхідно і достатньо, щоб вони були однаково напрямленими і мали рівні довжини. 
Два вектора називаються протилежними, якщо вони протилежно напрямлені і мають рівні довжини. 
[image: image1.wmf]а

  Нехай дано два вектори 
[image: image2251.wmf]у

 і 
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. З довільної точки А простору відкладемо вектор 
[image: image3.wmf]а
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, з його кінця – точки В – відкладемо вектор 
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ВС

=

(рис.1.1).
 Тоді вектор 
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АС

=

, початком якого є початок першого вектора (
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), а кінцем - кінець другого вектора (
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), є сумою векторів 
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Властивості операції додавання векторів

1. Комутативна: 
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2. Асоціативна: 
[image: image12.wmf](

)

(

)

с

в

а

с

в

а

+

+

=

+

+


3. Сумою протилежних векторів є нуль-вектор: 
[image: image13.wmf](
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4. Нуль-вектор є нейтральним елементом операції додавання : 
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Правило паралелограма
Якщо вектори 
[image: image15.wmf]а

 і 
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 відкладені від спільного початку О : 
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і на них побудовано паралелограм ОАСВ, то сумою векторів 
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 є вектор 
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, який виходить з того ж початку і співпадає з діагоналлю ОС паралелограма,  позначається 
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Різницею векторів 
[image: image22.wmf]а

 і 
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, називається такий вектор 
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, який в сумі з вектором 
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 дає вектор 
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Операцію віднімання векторів можна замінити додаванням : 
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Зауваження. Такий спосіб дуже зручний для побудови алгебраїчної суми векторів 
[image: image30.wmf]п
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Для побудови різниці векторів 
[image: image31.wmf]в
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 з довільної точки О простору відкладемо обидва вектори: 
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. Вектор 
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, що сполучає кінці побудованих векторів 
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 та 
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 і напрямлений в бік зменшуваного вектора  
[image: image37.wmf]ОА

, є їх різницею: 
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Для будь-яких трьох точок простору А, В, С незалежно від їх розміщення справедлива рівність 
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Модуль суми і різниці векторів
Теорема 1.1. Для довільних векторів 
[image: image40.wmf]в
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. Знак рівності має місце лише в тому випадку, якщо дані вектори співнапрямлені, або якщо хоча б один з них є нуль-вектором.
Теорема 1.2. Для довільних векторів 
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. Знак рівності має місце у випадку , якщо дані вектори протилежно напрямлені або хоча б один із векторів рівний нуль-вектору.
Добутком вектора 
[image: image44.wmf]а

 на дійсне число 
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 називається вектор 
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Властивості операції множення вектора на число
1. Асоціативна властивість, для довільного 
[image: image55.wmf]a

 і будь-яких довільних чисел 
[image: image56.wmf]b
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2. Дистрибутивна відносно додавання чисел: 
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3. Дистрибутивна відносно додавання векторів:
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Два вектори 
[image: image60.wmf]а

 і 
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 називаються колінеарними 
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 II 
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, якщо відповідні їм напрямлені відрізки паралельні або лежать на одній прямій.

Ознака колінеарності двох векторів
  Лема. Два вектори 
[image: image64.wmf]a

 і 
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 колінеарні тоді і тільки тоді, коли існує деяке число 
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 таке, що 
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Ділення колінеарних векторів
Якщо вектори 
[image: image70.wmf]в
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 колінеарні, причому 
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 такого, що 
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Зауваження.

 1. У випадку, коли 
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2. Якщо 
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 не колінеарні, то відношення  
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Ортом називається будь-який вектор одиничної довжини. Позначається  одиничний вектор (орт) 
[image: image87.wmf]е

.

Ортом вектора 
[image: image88.wmf]а

 називається вектор одиничної довжини і співнапрямлений з вектором 
[image: image89.wmf]а
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Будь-який вектор 
[image: image90.wmf]а

 виражається через його орт: 
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Три ненульові вектори називаються компланарними, якщо відповідні їм напрямлені відрізки паралельні одній площині або лежать в одній площині. 
Розклад вектора за двома неколінеарними векторами
Теорема 1.3.
 Якщо 
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- компланарні вектори , а вектори 
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 і 
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 - не колінеарні, то існують єдині числа 
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 і 
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 такі, що 
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        Іншими словами:  вектор 
[image: image98.wmf]с

 можна розкласти за векторами 
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 і 
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 і до того ж єдиним способом. 

Розклад вектора за трьома некомпланарними векторами
Теорема 1.4.  Якщо 
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 не компланарні, то для будь-якого вектора 
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 існують, і до того ж, єдині числа 
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Розв’язання задач

[image: image2155.wmf]а

1.1.1. Дано паралелограм ABCD, О – точка перетину його діагоналей,
 Е, F, G – середини відповідних сторін АD, AB, BC.  Назвіть вектори: 

     а) рівні вектору 
[image: image105.wmf]OF

;

     б) протилежні вектору 
[image: image106.wmf]ОЕ

;

     в) колінеарні вектору 
[image: image107.wmf]FB


Розв’язання. Із властивостей паралелограма випливає, що 
AD II BC II OF; 
OE II DC II AB.  
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а) рівними вектору 
[image: image112.wmf]OF

 є вектори: 
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б) протилежними вектору 
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 є вектори : 
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в) колінеарними вектору 
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[image: image2156.wmf]в

1.1.2.  Дано трапецію АВCD. Знайти вектори:

     а) 
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Розв’язання. Проведемо DKIICB (рис.1.3), тоді DCBK – паралелограм, а отже, 
[image: image124.wmf].

  

,

KB

DC

DK

CB

=

=

 Враховуючи це, маємо:
а)  
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е) 
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1.1.3. У трикутнику 
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 проведені медіани 
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[image: image2157.wmf]с

Розв’язання. Введемо вектори  
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 (рис.1.4).
Тоді 
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Знайдемо їх суму: 

[image: image141.wmf].
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1.1.4. Для довільного Δ АВС  точки  M, N  i  P відповідно середини сторін АС, АВ і ВС. Серед вказаних пар векторів знайти пари рівних і пари колінеарних, але нерівних векторів:


а) 
[image: image142.wmf]AN

 і
[image: image143.wmf];

MP

   б) 
[image: image144.wmf]NP

і 
[image: image145.wmf];

CA

   в) 
[image: image146.wmf]BР

 і
[image: image147.wmf];

PC

 г) 
[image: image148.wmf]PC

і
[image: image149.wmf];

BC

   д) 
[image: image150.wmf]AM

і 
[image: image151.wmf]MC

;


е) 
[image: image152.wmf]NP

 і
[image: image153.wmf];

CM

   є) 
[image: image154.wmf]AB

 і
[image: image155.wmf]NP

.
[image: image2158.wmf]х

Розв’язання. а) МР - середня лінія  Δ АВС (рис.1.5),
 значить  МР ll АВ  і  МР=
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1.1.5. За даними векторами 
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Розв’язання. Нехай дано вектори 
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Для побудови вектора 
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 потрібно знайти його довжину. Для цього побудуємо прямокутний трикутник з катетами 
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 (рис.1.6). 
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З довільної точки А будуємо вектор 
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Отриманий вектор  
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1.1.6.  На рисунку1.8 зображено вектори, довжини яких відповідно рівні:                     
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. Знайти відношення:  а) 
[image: image197.wmf]ВС
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; б) 
[image: image198.wmf];
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[image: image199.wmf]АВ
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Розв’язання. а) 
[image: image200.wmf]2
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, враховуючи їх довжини та однаковий напрям.

б) 
[image: image201.wmf]3
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, аналогічно пункту а).

в)
[image: image202.wmf]2
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, так як вектори протилежно напрямлені.
1.1.7.  Дано довільний трикутник АВС, точки D, F- середини відповідно сторін АС і ВС. Виразити вектори 
[image: image203.wmf]АС

ВС

АВ

,

,

 через 
[image: image204.wmf]BF
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.
[image: image2165.wmf]b

Розв’язання.  Вектор 
[image: image205.wmf]b
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, так як точка F – середина 
[image: image206.wmf]ВС

 (рис.1.9). Вектор 
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де ( 
[image: image208.wmf])
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. Знайдемо вектор 
[image: image209.wmf]AB

 як суму векторів 
[image: image210.wmf]CB

i

AC

, враховуючи, що 
[image: image211.wmf]BC
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, тоді 
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Отже, 
[image: image213.wmf])
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1.1.8.  У чотирикутнику 
[image: image216.wmf]ABCD

 сторони задані векторами 
[image: image217.wmf]АВ

=
[image: image218.wmf]a
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[image: image219.wmf]c
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. Точки 
[image: image220.wmf]M

K
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 – середини діагоналей 
[image: image221.wmf]AC

 і 
[image: image222.wmf]BD

 відповідно. Виразити вектор 
[image: image223.wmf]KМ

 через дані вектори 
[image: image224.wmf]c
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[image: image2166.wmf]а

Розв’язання. Вектор 
[image: image225.wmf]KM

можемо знайти як різницю векторів 
[image: image226.wmf]AM

 та 
[image: image227.wmf]AK

 (рис.1.10), тобто 
[image: image228.wmf]AK
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.  Вектор
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.  Знайдемо вектор 
[image: image230.wmf]AM

 з 
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Тоді 
[image: image233.wmf].

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

c

a

b

a

c

b

a

KM

r

r

r

r

r

r

r

+

=

-

-

+

+

=


Отже, 
[image: image234.wmf](
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1.1.9. Визначити вектори 
[image: image235.wmf]v
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 із системи рівнянь: 
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Розв’язання.  Так як властивості суми, різниці та множення вектора на число формально співпадають з властивостями відповідних операцій над числами, то розв’язати дану систему з векторними невідомими можемо такими ж способами, як відповідну систему з числовими невідомими. Маємо систему двох лінійних рівнянь з двома векторними невідомими, розв’язати яку можна одним із відомих способів. Наведемо кілька із них.
I спосіб. Можемо, наприклад, з першого рівняння виразити вектор 
[image: image237.wmf]v

: 
[image: image238.wmf]a
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 і  підставити його значення в друге рівняння: 
[image: image239.wmf].
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 Звідки 
[image: image240.wmf])
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. Тоді 
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, тобто 
[image: image242.wmf])
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II спосіб. Можна перше рівняння домножити на 3 і додати до другого. Знайдемо 
[image: image243.wmf]7
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, тоді – вектор 
[image: image244.wmf](
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III спосіб. За правилом Крамера: 
[image: image245.wmf]7
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[image: image247.wmf]а
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. Звідки отримаємо такі ж значення 
[image: image248.wmf]u

 та 
[image: image249.wmf]v

 як і в попередніх випадках. 
1.1.10. У трикутнику 
[image: image250.wmf]ABC

 дано 
[image: image251.wmf]b
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. Знайти вектори, колінеарні векторам бісектрис внутрішніх кутів цього трикутника.
Розв’язання. І спосіб. Знайдемо вектор, колінеарний вектору 
[image: image252.wmf]AD

, що збігається з бісектрисою кута 
[image: image253.wmf]A

. Для цього знайдемо одиничні вектори 
[image: image254.wmf]0
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 і 
[image: image255.wmf]0

в

 відповідно векторів 
[image: image256.wmf]AC
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 (рис.1.11.)
[image: image2167.wmf]а
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За означенням 
[image: image257.wmf]b
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На векторах 
[image: image258.wmf]0

c

 і 
[image: image259.wmf]0

b

 будуємо паралелограм, який є ромбом, тому що ці вектори рівні за модулем (як одиничні вектори). Вектор 
[image: image260.wmf]0
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 збігається з діагоналлю ромба, яка ділить кут 
[image: image261.wmf]A

 навпіл. Отже, вектор 
[image: image262.wmf]0

m

 колінеарний вектору 
[image: image263.wmf]AD

, тобто 
[image: image264.wmf]0
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- шуканий.

[image: image2168.wmf]а
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Аналогічно можна знайти вектори, колінеарні векторам, що збігаються з бісектрисами кутів 
[image: image265.wmf]B

 і 
[image: image266.wmf]C


ІІ спосіб. Знайдемо вектор 
[image: image267.wmf]AD

, який збігається з бісектрисою кута А даного трикутника: 
[image: image268.wmf]BD
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За властивістю бісектриси внутрішнього кута трикутника маємо: 
[image: image269.wmf]DC
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Позначивши 
[image: image270.wmf]x
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,  отримаємо: 
[image: image271.wmf]x
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Звідки 
[image: image272.wmf]c
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.
Довжина відрізка ВD є модулем вектора 
[image: image273.wmf]BD

. Вектор 
[image: image274.wmf]BD

 колінеарний вектору 
[image: image275.wmf]BC

, а тому їх одиничні вектори рівні між собою. Одиничним вектором вектора 
[image: image276.wmf]BC

 є 
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Тепер можна записати: 
[image: image278.wmf]a
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Отже, 
[image: image280.wmf]а
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.
Аналогічно знаходимо вектори, колінеарні бісектрисам двох інших кутів трикутника.
Зауваження. Перший спосіб розв'язування значно простіший, оскільки він потребує менше обчислень. Другий — складніший, але за його допомогою ми знаходимо не лише вектор, колінеарний бісектрисі кута, а й сам вектор — бісектрису кута трикутника. Цей спосіб використовують при розв'язуванні практичних задач на визначення бісектриси кута трикутника.
Рекомендована література
[2] Глава 1. § 1-2, с. 5-19; [7] § 13-16; [12] Розділ 7. § 43, с. 147-148, Розділ 8. § 48-50, с. 157-163; [15] Розділ 3. § 29-36, с. 104-113; [16] Часть 2. Глава 2. § 1-4, с. 223-236; [19] § 2, с. 23.
Завдання для самостійного розв’язання
1.1. За заданими векторами 
[image: image281.wmf]а

 і 
[image: image282.wmf]в

 побудувати вектори 2(
[image: image283.wmf]в
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), 2
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1.2. У трикутнику АВС проведено медіани АО, ВМ , СК. Виразити вектори 
[image: image286.wmf]АВ

, 
[image: image287.wmf]ВМ

, 
[image: image288.wmf]CN

 через вектори 
[image: image289.wmf]АВ
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. Показати, що 
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1.3. Точки 
[image: image292.wmf]M

 і 
[image: image293.wmf]K

  - середини сторін 
[image: image294.wmf]AB

 і 
[image: image295.wmf]CD

 чотирикутника 
[image: image296.wmf]ABCD

.
Показати, що 
[image: image297.wmf]MK

 =
[image: image298.wmf]2
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 (
[image: image299.wmf]BC

 + 
[image: image300.wmf]AD

).
1.4. У трикутнику АВС - сторона 
[image: image301.wmf]AB

 поділена точками 
[image: image302.wmf]M

 і 
[image: image303.wmf]N

 на три рівні відрізки: АМ = MN = NВ. Виразити вектори 
[image: image304.wmf]СМ

 і 
[image: image305.wmf]CN

 через вектори 
[image: image306.wmf]CA
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1.5. На трьох некомпланарних векторах 
[image: image308.wmf]a
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[image: image310.wmf]c
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 побудовано паралелепіпед ABCDA1B1C1D1. Виразити вектори-діагоналі через задані вектори.
1.6. Чи вірне твердження, що співвідношення 
[image: image311.wmf]АВ

+
[image: image312.wmf]ВС

=
[image: image313.wmf]AC

 виконується при будь-якому  розташуванні точок  А, В і С?

1.7. Якщо 
[image: image314.wmf]a
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 і 
[image: image315.wmf]b
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 –дані вектори, то за яких умов вектори 
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1.8. Зображаючи вектори 
[image: image318.wmf]b
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 як діагоналі паралелограма, знайти умови, за яких 
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1.9. Дано ABCDEF- правильний шестикутник, О - його центр. Вважаючи, що 
[image: image321.wmf]ОА
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, виразити 
[image: image325.wmf],
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[image: image334.wmf]DA

 через вектори 
[image: image335.wmf]a
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 і 
[image: image336.wmf]b

r

.
1.10. За даними векторами a і b побудувати кожен з наступних векторів: 
[image: image337.wmf]a
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[image: image341.wmf].
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1.11. Довести, що відношення колінеарності векторів є відношенням еквівалентності на множині всіх ненульових векторів. Чому це відношення не буде відношенням еквівалентності на множині всіх векторів? 
1.12. Дано вектор 
[image: image342.wmf]а

, довжина якого дорівнює 3. Знайти вектор 
[image: image343.wmf]b

, протилежно напрямлений з 
[image: image344.wmf]а

, якщо 
[image: image345.wmf]b

= 5.
1.13. Довести, що якщо точка 
[image: image346.wmf]M

– центр ваги (точка перетину медіан) трикутника 
[image: image347.wmf]ABC

, то 
[image: image348.wmf]0

=

+

+

MC

MB

MA

 і для будь-якої точки 
[image: image349.wmf]O

 справедлива рівність 
[image: image350.wmf](

)

.

3

1

OC

OB

OA

OM

+

+

=


1.14. Нехай 
[image: image351.wmf]R
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 – середини відповідно сторін 
[image: image352.wmf]DE
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,

 п’ятикутника 
[image: image353.wmf]ABCDE

, а 
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– середини відрізків 
[image: image355.wmf].
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 Довести, що прямі 
[image: image356.wmf]AE

 і 
[image: image357.wmf]KL

 паралельні і 
[image: image358.wmf]KL

=
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 EMBED Equation.3  [image: image360.wmf]AE

.
1.15. Дано три точки 
[image: image361.wmf]B
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 і 
[image: image362.wmf]C

. Побудувати точку 
[image: image363.wmf]R

 таку, щоб  
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1.16. 
[image: image368.wmf]C
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 і 
[image: image369.wmf]D

 – довільні точки простору, 
[image: image370.wmf]M

 і 
[image: image371.wmf]N

 – середини відрізків 
[image: image372.wmf]AB

 і 
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 відповідно. Довести, що 
[image: image374.wmf]2



 EMBED Equation.3  [image: image375.wmf]MN

 = 
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 + 
[image: image377.wmf]DC

.

1.17. За яких умов для ненульових векторів 
[image: image378.wmf]a

 і 
[image: image379.wmf]b

 виконуються наступні рівності:  1) 
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1.18. Довести, що існує трикутник, сторони якого відповідно рівні і паралельні медіанам даного трикутника. 

1.19. На напрямлених відрізках 
[image: image386.wmf]OC
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,

 побудований паралелепіпед. Довести, що діагональ 
[image: image387.wmf]OD

 паралелепіпеда перетинає площину 
[image: image388.wmf](
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ABC

 в центрі ваги 
[image: image389.wmf]M

 трикутника 
[image: image390.wmf]ABC

.
1.20. Довести: для того, щоб точка 
[image: image391.wmf]C

 належала прямій 
[image: image392.wmf]AB

, необхідно і достатньо, щоб існувало таке число 
[image: image393.wmf]a

, що 
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, де 
[image: image395.wmf]O

 – довільна точка.

1.21. Довести: для того, щоб чотирикутник був паралелограмом, необхідно і достатньо, щоб відрізки, які з’єднують середини його протилежних сторін, проходили через точку перетину його діагоналей.
1.22. Дано три вектори 
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1.23. Дано вектори 
[image: image402.wmf]a
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. Вектори 
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Виразіть вектори 
[image: image410.wmf]c
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 через вектори 
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1.24. Дано вектори 
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. Виразіть вектори 
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Побудуйте ці вектори.

1.25. Дано ненульові вектори 
[image: image419.wmf]a
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. Доведіть, що
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1.26. Дано ненульові вектори 
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[image: image427.wmf]b
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а) при якій умові вектор 
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 ділить кут навпіл між векторами 
[image: image429.wmf]a
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б) при якій умові вектор 
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 ділить кут навпіл між векторами 
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1.27.  При якій умові 

1)  
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1.28.  Відомо, що 
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1.29. Визначити вектори 
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1.30.  Визначити вектори 
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§2. Лінійна залежність векторів

Теоретичні відомості

Система векторів 
[image: image450.wmf]а
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 називається лінійно залежною, якщо існують такі числа 
[image: image451.wmf]l
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 Якщо ж ця рівність виконується, лише тоді, коли 
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, то дана система векторів називається лінійно незалежною. 
Вираз                                
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називається лінійною комбінацією векторів 
[image: image455.wmf]п
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 з відповідними коефіцієнтами 
[image: image456.wmf]l
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Властивості лінійної залежності векторів
1. Система векторів лінійно залежна тоді і лише тоді, коли хоча б один з векторів є лінійною комбінацією інших векторів цієї системи.

2. Якщо підсистема даної системи векторів лінійно залежна, то і вся система векторів лінійно залежна. 

3. Якщо система векторів лінійно незалежна, то будь-яка її підсистема лінійно незалежна.

4. Будь-яка система векторів , що містить нуль-вектор, лінійно залежна.

Теорема 1.5. Два вектори лінійно залежні тоді і лише тоді, коли вони колінеарні.

Теорема 1.6. Система трьох векторів 
[image: image457.wmf]с
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  лінійно залежна тоді і лише тоді, коли ці вектори компланарні.

Теорема 1.7. Будь-які чотири вектори тривимірного простору лінійно залежні. 
Розв’язання задач
[image: image2169.wmf]а
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1.2.1.  Дано правильну шестикутну піраміду SABCDEF. Точка О – центр основи піраміди. Чи є лінійно залежними вектори: 

а) 
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Розв’язання.
а) Вектори 
[image: image464.wmf]ВС
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 - колінеарні (рис.1.12), тому (за теоремою 1) вони лінійно залежні;

б) Вектори 
[image: image465.wmf]AB
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 не колінеарні, тому вони не є лінійно залежні;

в) Вектори 
[image: image466.wmf]BE
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колінеарні, а значить лінійно залежні, тому за теоремою 1, система трьох векторів 
[image: image467.wmf]AD
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 - лінійно залежна;

г) Вектори 
[image: image468.wmf]BE
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 - компланарні, тому за теоремою 2, є лінійно залежними;

д) Вектори 
[image: image469.wmf]SD
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 не є компланарними, а отже (теорема 2) не є лінійно залежними;

е) Вектори 
[image: image470.wmf]AS
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 - не компланарні, значить лінійно незалежні. За теоремою про розклад довільного вектора простору за трьома некомпланарними векторами (теорема 1.4) вектор 
[image: image471.wmf]ВS

 є лінійною комбінацією цих векторів. Тоді (за властивістю 1), система векторів 
[image: image472.wmf]BS
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 є лінійно залежною.
1.2.2.  Вияснити чи колінеарні вектори  
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Розв’язання.  Встановити колінеарність векторів можна кількома способами. Розглянемо два з них.
I спосіб.  
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Так як вектори  
[image: image483.wmf]-
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некомпланарні, то остання рівність виконується тоді і лише тоді, коли коефіцієнти при  
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Звідки 
[image: image486.wmf]2
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 задовольняє кожне рівняння системи. 

Отже, існує таке 
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II спосіб.
Візьмемо дані некомпланарні вектори 
[image: image491.wmf]c
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 за базисні. Тоді коефіцієнти при цих векторах у розкладах векторів 
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Перевіримо, чи відповідні координати пропорційні:


[image: image494.wmf].
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Так як координати пропорційні, то вектори 
[image: image495.wmf]2
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– колінеарні.
Рекомендована література
[2] §3, с. 20-24; [19]§6, с. 38-41
Завдання для самостійного розв’язання
2.1. В трикутнику 
[image: image496.wmf]ABC

  проведена бісектриса 
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 кута 
[image: image498.wmf]A

. Виразити вектор 
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 через вектори 
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2.2. Дано неколінеарні вектори 
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 Довести, що система векторів 
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 лінійно залежна. Розкласти вектор 
[image: image504.wmf]m
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2.3. Нехай 
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 - базис простору V. Довести, що вектори  
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 колінеарні тоді і тільки тоді, коли 
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2.4. Точка М – центр ваги трикутника 
[image: image509.wmf]ABC

. Розкласти: 1) 
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 за векторами 
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 – довільна точка простору.
2.5. Дано три неколінеарні вектори 
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 EMBED Equation.3  [image: image519.wmf](
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. Доведіть, що вектори 
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2.6. Дано довільний трикутник АВС з медіанами АМ1, ВМ2,і СМ3;  О –точка перетину медіан. Чи має зміст кожен з виразів:
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У тих випадках, коли відношення існує, визначити їх.
2.7. Нехай АВСD  – паралелограм, а О –точка перетину його діагоналей. Покладемо 
[image: image525.wmf]a
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, виразити через 
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 вектори 
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2.8. В тетраедрі  АВСD  точка Е лежить на ребрі АВ і ділить відрізок АВ у відношенні 
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[image: image541.wmf]ED

 і 
[image: image542.wmf].

EC


2.9. З’ясувати, чи вектори  
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(-1;-6;2) є лінійно залежними, і якщо це так, то виразити один із векторів через інші.         

2.10. Чи можуть вектори  
[image: image546.wmf]=
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(1;-1;2) і  
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2.11.  В трикутнику 
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1) знайти 
[image: image550.wmf]AO

, якщо О- точка перетину медіан цього трикутника;

2) знайти 
[image: image551.wmf]BK

, якщо 
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2.12. В паралелограмі 
[image: image553.wmf]b
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 вектори 
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, де О- точка перетину діагоналей паралелограма.

2.13.  Дано паралелограм 
[image: image558.wmf]ABCD

 і в його площині довільна точка О. 
а) Доведіть, що 
[image: image559.wmf]OD
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2.14.  В трапеції 
[image: image561.wmf]ABCD

 основа 
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 в k разів більша за основу 
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 . Виразіть вектор 
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 через вектори 
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, де Е- довільна точка площини, в якій розміщена трапеція. 

2.15. Точки 
[image: image566.wmf]D
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 – середини сторін плоского чотирикутника. Доведіть, що 
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2.16. Дано правильний шестикутник 
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. Доведіть, що  
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2.17. Дано трикутник 
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, 
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- бісектриса кута А. Знайти 
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, якщо 
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2.18. В паралелограмі АВСD 
[image: image574.wmf]AB
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 має розклад 
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. Побудувати точки M і N, якщо відомо, що вони лежать на сторонах паралелограма.

2.19. Дано вектори 
[image: image581.wmf]AB



 EMBED Equation.3  [image: image582.wmf]b
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 EMBED Equation.3  [image: image584.wmf]c
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, які співпадають із сторонами трикутника АВС. Знайти розклад в базисі 
[image: image585.wmf]b
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 вектора, який прикладений до вершини В і  співпадає з його висотою ВD.
2.20.  Довести, що три вектори лінійно залежні тоді і тільки тоді, коли вони компланарні.

2.21.  Довести, що кожен вектор на площині єдиним способом розкладається за двома неколінеарними векторами.

2.22. Довести, що коли вектори колінеарні, то їх відповідні координати пропорційні.

2.23.  Довести, що коли відповідні координати векторів пропорційні, то вектори колінеарні.

2.24. З’ясувати, чи вектори 
[image: image587.wmf]=
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(1;-1;2) є лінійно залежними.
§ 3. Координати вектора. Лінійні операції над векторами в координатах 

Векторним простором називається непорожня множина вільних векторів із введеними на ній операціями додавання векторів, множення вектора на число, що задовольняють такі властивості:
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Позначимо його 
[image: image597.wmf]3
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.

Базисом векторного простору називається впорядкована сукупність векторів, що задовольняють умови:

а) ця система векторів лінійно незалежна;

б) будь-який інший вектор із даного векторного простору є лінійною комбінацією даної системи векторів.

Іншими словами, базисом векторного простору називається максимальна система лінійно незалежних векторів даного векторного простору.

Для векторного простору 
[image: image598.wmf]3

V

 базис утворюють впорядковані трійки некомпланарних векторів, що виходять з однієї точки.
Базисом  тривимірного простору називається впорядкована трійка не колінеарних векторів , що виходять з однієї точки. Будь-який вектор простору є лінійною комбінацією базисних векторів. Коефіцієнти розкладу вектора за базисними векторами називаються координатами вектора в даному базисі.
Нехай В=(
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то x, y, z – координати вектора 
[image: image602.wmf]a

, тобто 
[image: image603.wmf]а

(x;y;z).

Ортонормованим  базисом простору називається такий, у якому всі базисні вектори одиничні і взаємно перпендикулярні. Позначають їх: 
[image: image604.wmf]k
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Координатами вектора в ортонормованому базисі є довжини (враховуючи знак) ортогональних проекцій відповідного напрямленого відрізка на напрямки базисних векторів, що виходять з однієї точки. 
Якщо вектор 
[image: image605.wmf]a

, заданий на площині в базисі В=
[image: image606.wmf](
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 і має координати (x;y), то його можна подати у вигляді  
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Якщо з деякої точки 
[image: image608.wmf]O

 площини побудувати базисні вектори 
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 і через неї провести відповідно дві осі, що визначаються цими векторами, то отримаємо систему координат, яку позначають 
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 або 
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 – початок системи координат, 
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 – координатні осі. Якщо базис ортонормований, то система координат називається прямокутною декартовою.
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Аналогічно в просторі, побудувавши з деякої фіксованої точки 
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 впорядковану трійку базисних векторів 
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 і провівши через неї три осі, що визначаються цими векторами, отримаємо систему координат в просторі, яку позначають 
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. Якщо базис ортонормований, тобто його вектори одиничної довжини і взаємноперпендикулярні, то їх позначають 
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 і вони визначають відповідну декартову систему координат в просторі.

Якщо 
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 – довільна точка площини , то її координами є координати її радіус-вектора 
[image: image623.wmf]OM

, де 
[image: image624.wmf]O

 – початок координат. Тобто, якщо 
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Якщо вектор 
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тобто координати вектора обчислюємо, віднявши від координат його кінця відповідні координати початку.

        Якщо вектор 
[image: image638.wmf]а

(x;y;z) заданий координатами в ортонормованому базисі, то його довжину обчислюємо за формулою
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Ознака рівності векторів
Теорема 1.8. Для того, щоб два вектори були рівні необхідно і достатньо, щоб були рівними їх відповідні координати.
Теорема 1.9. Координати лінійної комбінації векторів рівні лінійній комбінації відповідних координат. 

      Наслідки: 

- координати суми векторів рівні сумі відповідних координат;

    - координати різниці векторів рівні різниці відповідних координат;

- координати добутку вектора на число рівні добутку цього числа на відповідні координати.

Необхідна і достатня умови колінеарності та компланарності  векторів
Теорема 1.10.  Для того, щоб два вектори були колінеарними, необхідно і достатньо, щоб їх відповідні координати були пропорційні.
Теорема 1.11.  Для того, щоб три вектори 
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  були компланарними, необхідно і достатньо, щоб виконувалась умова

                                                       
[image: image643.wmf]0

3

3

3

2

2

2

1

1

1

=

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                                             (1.8)
Проекцією точки А в напрямку площини 
[image: image644.wmf]a

 на пряму и називається точка 
[image: image645.wmf]А

'

  перетину прямої з площиною, проведеною через точку А паралельно площині 
[image: image646.wmf]a

.
Проекцією вектора 
[image: image647.wmf]АВ

 (вектор-проекцією) на пряму и називається вектор 
[image: image648.wmf]'
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В
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, початком якого є проекція початку вектора, а кінцем – проекція кінця. Здебільшого цей вектор називається компонентою вектора 
[image: image649.wmf]АВ

 на пряму.
Проекцією вектора 
[image: image650.wmf]АВ

 на вісь 
[image: image651.wmf]и

 називається число, абсолютна величина якого дорівнює довжині компоненти цього вектора на відповідну пряму; це число додатне, якщо компонента співнапрямлена з віссю і від’ємне, якщо компонента протилежно напрямлена з віссю.
Проекцією вектора 
[image: image652.wmf]АВ

 на площину 
[image: image653.wmf]a

, в напрямку прямої називається вектор, початком якого є проекція початку вектора, а кінцем – проекція кінця.
[image: image654.wmf]
Зв'язок понять «проекція вектора на вісь» і «координати вектора»
Теорема 1.12.  Проекція вектора на координатну вісь (ох, оу чи oz) рівна координаті цього вектора відносно цієї осі. Проектування на вісь здійснюється в напрямку координатної площини, що визначається двома іншими координатними осями.
Тобто, якщо 
[image: image655.wmf] 
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Теорема 1.13.  Проекція лінійної комбінації векторів на вісь рівна тій же лінійній комбінації проекцій на ту ж вісь:
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   Наслідки:

1. Проекція суми векторів на вісь рівна сумі проекцій цих векторів на вісь:
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2. Проекція на вісь добутку числа на вектор рівна добутку цього числа на проекцію вектора на вісь:
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Теорема 1.14.  Ортогональна проекція вектора на вісь рівна довжині вектора, помноженій на косинус кута між вектором і віссю:
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Враховуючи теорему 1.12  і формули (1.12)  для довільного вектора 
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За цими формулами обчислюємо напрямні косинуси вектора.

Зауваження. Будь-який орт в ортонормованому базисі має координати: 
[image: image666.wmf]a

cos

=

x

,  
[image: image667.wmf]b

cos

=

y

,  
[image: image668.wmf]g

cos

=

z

, тобто 
                                                      
[image: image669.wmf])

cos

;

cos

;

(cos

g

b

a

e

                                    (1.15)

              Так як 
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Розв’язання задач 
Найпростіші типи задач

I тип

Розклад вектора за двома неколінеарними або трьома некомпланарними даними векторами, які не ортогональні і мають різні довжини.
Нехай дано вектор 
[image: image672.wmf]а

. Розкласти його за базисними векторами. Можна рекомендувати такий спосіб розв’язування цих задач:
1. Перш за все потрібно визначити векторний базис.


а) для двомирірного простору  (рис.1.13)

[image: image2173.wmf]в

 Провести через кінці вектора 
[image: image673.wmf]a


дві прямі, паралельні відповідно
базисним векторам 
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2. Виходячи із даних умови конкретної задачі, знайти 
[image: image678.wmf].
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б) для тривимірного простору (рис.1.14). Через кінець вектора 
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 провести [image: image2175.wmf]а

пряму АК, паралельну вектору 
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 до перетину з площиною векторів (
[image: image681.wmf]).
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Отримаємо вектор 
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 визначимо, враховуючи дані умови задачі).
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1.3.1. Дано базисні вектори 
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Розв’язання.  Для побудови векторів у заданому базисі з довільної точки О площини будуємо базисні вектори  
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 (рис.1.15).  Вектор 
[image: image692.wmf])

1

;

2

(

-

а

 можна розкласти за базисними векторами: 
[image: image693.wmf]2

1

1

2

е

е

а

×

+

×

-

=

 , тому побудуємо його як суму векторів 
[image: image694.wmf]1

1

2

е

ОА

-

=

  та 
[image: image695.wmf]2

2

е

ОА

=

 за правилом паралелограма.     Аналогічно будуємо вектори 
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1.3.2. Задано деяку афінну систему координат 
[image: image704.wmf]хоу

. Побудувати  точки А(2;1), В(-1;2) і знайти координати вектора 
[image: image705.wmf]АВ

 в цьому координатному базисі. 
[image: image2177.wmf]Розв’язання.  Для  побудови точок  А та В (рис.1.16) будуємо їм відповідні радіус-вектори: 
[image: image706.wmf]ОА

 та 
[image: image707.wmf]ОВ

 (I тип, пункт а). координати вектора 
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 знаходимо за координатами його кінців, тобто точок 
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(формула 1.6):  
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     Отже, 
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1.3.3.  Вектори 
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Розв’язання.  Вектор 
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 є лінійною комбінацією векторів 
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, тому (теорема 1.9)  його координати обчислюємо за формулою: 
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Отже, 
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1.3.4. При яких значеннях 
[image: image724.wmf]l

 вектори 
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Розв’язання.  З необхідної і достатньої умови колінеарності векторів маємо: 
[image: image727.wmf]3
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 З рівності перших двох відношень випливає, що 
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. Враховуючи третє відношення, робимо висновок, що 
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. Справді, підставивши у записані відношення це значення 
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, отримаємо в кожному з них одне число -3.
          Отже, вектори 
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1.3.5 Дано вектори :
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Показати, що вектори 
[image: image736.wmf]c
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 утворюють базис і розкласти вектор 
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 за цими базисними векторами.

Розв’язання.  Базисні вектори лінійно незалежні. Покажемо, що вектори 
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лінійно незалежні, тобто існують 
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Дійсно:
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За теоремою про координати лінійної комбінації векторів (теорема 1.9) і ознакою рівності векторів запишемо систему 
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розв’язавши яку,  отримаємо 
[image: image744.wmf]0

,

0

,

0

=

=

=

g

b

a

 .

Отже, система векторів 
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 лінійно незалежна, тобто вони утворюють базис.

Виразимо вектор 
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 через ці вектори, тобто знайдемо коефіцієнти розкладу 
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Для цього запишемо систему (аналогічно розглянутій вище):
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Знайдемо розв’язок за формулами Крамера:
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Отже, 
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1.3.6. Вантаж вагою 60 кг підтримується двома стержнями АВ і СВ (рис.1.17). Визначити сили, які виникають в стержнях, якщо 
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Розв’язання.  Силу 
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 необхідно розкласти за векторами 
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  Так як вони неколінеарні, то можна вважати, що вони утворюють базис. За пунктом а) I  типу задач, розглянутого вище:  проведемо через кінець вектора 
[image: image763.wmf]F

 прямі, паралельні відповідним базисним векторам.
 Отримаємо паралелограм 
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Коефіцієнти при базисних векторах обчислюємо з прямокутного трикутника ВКВ1, у якого за умовою 
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Отже, на стержень  АВ діє розтягуюча сила 120 кг, а на стержень СВ – стискуюча сила 60
[image: image774.wmf]3

 кг.

1.3.7. Вантаж вагою 30 кг підвішено до точки О опори, яка складається із трьох стержнів ОА, ОВ, ОС (рис. 1.18).

Два горизонтальні стержні ОА і ОВ рівні за довжиною і взаємноперпендикулярні. 
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Стержень ОС утворює рівні кути із стержнями ОА і ОВ, а кут       рівний 
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 із горизонтальною        площиною АОВ. Знайти сили, які       виникають у стержнях.
Розв’язання. Вектори 
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. Щоб краще розуміти задачу, зобразимо цей базис і силу 
[image: image780.wmf]F

 у зручному для нас вигляді (рис. 1.19).
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e

Вектори 
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Абсолютні величини сил 
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 знайдемо, розглядаючи прямокутний трикутник  Δ DOK і квадрат ОА1КВ1. 

        Із трикутника Δ DOK :
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         Оскільки ОК – діагональ квадрата, то 
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  Так як   ОА1=ОВ1, то  ОА1= ОВ1=5
[image: image797.wmf]6
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       Отже, на стержні ОА і ОВ діють сили розтягу, рівні 5
[image: image798.wmf]6

 кг, а на стержень СО – стискуюча сила, рівна 20
[image: image799.wmf]3

 кг.
II тип

Задачі на розклад вектора за елементами геометричної фігури

Суть цих задач така: дано геометричну фігуру (плоску або просторову), сторони якої задано як вектори. Потрібно виразити елементи цієї фігури через два її фіксовані вектори для плоского випадку і через три – для просторового.
Ці задачі можна розв’язувати таким способом. Нехай нам потрібно виразити вектор 
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1.3.8.  Дано паралелепіпед ABCDA1B1C1D1. Точки E, F, G – середини  сторін АА1, AD, CC1 відповідно. Покладаючи 
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Можна взяти будь-яку із них, результат отримаємо той самий.
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         Підставляючи ці вирази у суму, отримаємо:
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       Аналогічно, 
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Отже, 
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Координати вектора

У загальному випадку це такі задачі, в яких у заданій геометричній фігурі три вектори взяті за базисні (два у випадку площини). Потрібно знайти координати останніх векторів фігури.
Розв’язання такої задачі складається з двох частин. Нехай, наприклад, необхідно знайти координати вектора 
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1) розкладемо даний вектор за базисними (див. II тип ), отримаємо 
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     Наприклад, в задачі 1.3.8 вектори мають координати:
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1.3.9. Дано рівнобедрену трапецію ABCD, у якій 
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Розв’язання. За методикою, наведеною вище, 
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Підставляючи ці значення векторів 
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Аналогічно, 
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1.3.10.  Дано паралелограм 
[image: image862.wmf]ABCD

, координати вершин якого: 
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 (рис.1.22). Знайдемо координати вектора 
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 (від координат кінця віднімаємо координати початку, формула (1.6))
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 Позначимо координати вершини 
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Із рівності векторів випливає рівність їх відповідних координат : 
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       Отже, 
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1.3.11. Нехай 
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. Знайти координати вектора 
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Розв’язання.  Координати вектора знаходяться за формулою (1.6).
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 Напрямні косинуси обчислюємо за формулою (1.13)
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1.3.12. Знайти координати точки 
[image: image882.wmf]A

, яка є початком вектора 
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Розв’язання.  Нехай точка 
[image: image885.wmf](

)

z

y

x

A

;

;

, тоді вектор 
[image: image886.wmf](

)

z

y

x

АВ

-

-

-

4

;

0

;

3

 . Так як 
[image: image887.wmf]a

АВ

r

=

, то відповідні координати рівні: 
[image: image888.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

-

=

-

-

=

-

.

2

4

,

5

,

1

3

z

y

x


    Звідки, 
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    Отже, точка 
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1.3.13. В афінній системі координат задано три точки 
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Розв’язання.  Для того, щоб ці точки лежали на одній прямій, необхідно і достатньо, щоб були колінеарні вектори 
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 Координати цих векторів обчислимо за формулою (6). 
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За формулою:
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Завдання для самостійного розв’язання
3.1. Дано трапецію 
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       1). Прийнявши вектори 
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3.2. На площині задано три вектори своїми координатами відносно деякого базису: 
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3.3. Відносно базису 
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3.4. Точка М – центр ваги трикутника 
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. Знайти координати векторів 
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3.5. Серед векторів 
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3.6. У базисі 
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3.7. Дано трикутна призма 
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3.8. Основою піраміди 
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SM
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,
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,

, де 
[image: image945.wmf]M

 – середина відрізка 
[image: image946.wmf](
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3.9. Нехай 
[image: image947.wmf]0

BB

 - висота трикутника 
[image: image948.wmf]ABC

. Розкласти вектор 
[image: image949.wmf]0

BB

за базисними векторами 
[image: image950.wmf].
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3.10. Дано вектор 
[image: image951.wmf](

)

2

1

;

а

a

a

 відносно ортонормованого  базису 
[image: image952.wmf]j

i

,

. Знайти  координати вектора 
[image: image953.wmf]x

, такого, що 
[image: image954.wmf].
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3.11. В ортонормованому базисі 
[image: image955.wmf]j

i

,

 знайти координати вектора 
[image: image956.wmf]c

, що визначає напрям бісектриси кута, утвореного ненульовими векторами 
[image: image957.wmf].

,

2

1

2

1

j

b

i

b

b

j

a

i

a

a

+

=

+

=


3.12. Який геометричний зміст розв’язку рівняння 
[image: image958.wmf]k

x
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×

, де 
[image: image959.wmf]a

 - даний ненульовий вектор, k – дане число, 
[image: image960.wmf]x

 - шуканий вектор.

3.13. Дано три некомпланарні вектори 
[image: image961.wmf].

,

,

c
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 Знайти вектор 
[image: image962.wmf]p

, перпендикулярний до площини, яка паралельна векторам 
[image: image963.wmf]a

 і 
[image: image964.wmf]b

.

3.14. На площині дано два вектори 
[image: image965.wmf]u

 (2;1) і 
[image: image966.wmf]v

(1;0). Найти знайти коефіцієнти розкладу вектора  
[image: image967.wmf]а

(9;1) за векторами  
[image: image968.wmf]u

 i 
[image: image969.wmf]v

.

3.15. Дано три вектора 
[image: image970.wmf]u

 (3;-2), 
[image: image971.wmf]v

 (-2;1), 
[image: image972.wmf]w

 (7;-4). Визначити коефіцієнти розкладу кожного  з цих трьох векторів, приймаючи в якості базису два інші.

3.16. Дано вектори  
[image: image973.wmf]u

 (3;-1), 
[image: image974.wmf]v

 (1;-3), 
[image: image975.wmf]w

(-1;7). Визначити коефіцієнти розкладу вектора 
[image: image976.wmf]ð

= 
[image: image977.wmf]u

 + 
[image: image978.wmf]v

 + 
[image: image979.wmf]w

 за векторами 
[image: image980.wmf]u

 і 
[image: image981.wmf]v

.
3.17. Дано вектори 
[image: image982.wmf]а

 (2;3), 
[image: image983.wmf]b

 (1;-3), 
[image: image984.wmf]c

 (-1;3). При якому значення коефіцієнта λ вектора 
[image: image985.wmf]р

 = 
[image: image986.wmf]а

 + λ
[image: image987.wmf]b

 i 
[image: image988.wmf]q

 = 
[image: image989.wmf]а

 + 2
[image: image990.wmf]c

 колінеарні?

3.18.  Дано вектори 
[image: image991.wmf]а

 (2;-3), 
[image: image992.wmf]b

 ([image: image994.png]


). При яких значеннях  коефіцієнта λ будуть колінеарними такі пари векторів:

а) 
[image: image995.wmf]р
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[image: image996.wmf]а

+λ
[image: image997.wmf]b

  і  
[image: image998.wmf]q
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 –λ
[image: image1000.wmf]b
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б) 
[image: image1001.wmf]р
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[image: image1004.wmf]q
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[image: image1005.wmf]а
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[image: image1006.wmf]b

l

;
в) 
[image: image1007.wmf]р
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[image: image1009.wmf]а
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[image: image1010.wmf]b

  і  
[image: image1011.wmf]q

 = 
[image: image1012.wmf]а
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3.19. Дано вектори  
[image: image1013.wmf]а

(1;-2), 
[image: image1014.wmf]b

 ([image: image1016.png]


;1), 
[image: image1017.wmf]c

(2;0). Визначити координати векторів 
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3.20. Дано вектори  
[image: image1022.wmf]а

 (-1;-2), 
[image: image1023.wmf]b

 (3;-5), 
[image: image1024.wmf]c

(4;-3). Чи існує трикутник АВС, сторони АВ, ВС, СА в якого відповідно паралельні вектори 
[image: image1025.wmf]а

, 
[image: image1026.wmf]b

, 
[image: image1027.wmf]c

 і для якого 
[image: image1028.wmf]АВ
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[image: image1030.wmf]ВС
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3.21. Дано вектори 
[image: image1034.wmf]а

 (1;-2), 
[image: image1035.wmf]b

 (-1;0), 
[image: image1036.wmf]c

([image: image1038.png]


;3), 
[image: image1039.wmf]d

 ([image: image1041.png]


;1). Чи існує трапеція АВСD, сторони якої відповідно паралельні даним векторам і для якої 
[image: image1042.wmf]АВ

 =
[image: image1043.wmf]a

,, 
[image: image1044.wmf]ВС

= 

, 
[image: image1047.wmf]CD
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3.22. В паралелепіпеді 
[image: image1051.wmf]1
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 дано координати чотирьох вершин 
А(2;-1;1), В(1;3;4), [image: image1053.png]


(4;2;0), D(6;0;1). Знайти координати решти вершин.
3.23.  Дано точки А(1;2), В(-2;3). Знайти:

1) координати 
[image: image1054.wmf]AB

;          2) координати 
[image: image1055.wmf]BA

.

3.24.  Дано точки Р(1;0;2) і Q(3;4;2). Знайти:

1) координати 
[image: image1056.wmf]PQ

;     2) координати 
[image: image1057.wmf]QP

.

3.25.  Визначити координати точки А, з якою співпадає кінець вектора 
[image: image1058.wmf](
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, якщо його початок співпадає з точкою В(-1;6;3).

3.26. Визначити початок вектора 
[image: image1059.wmf](
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, якщо його кінець співпадає з точкою (3;2;1).

3.27.  Дано точки А(х; 2) і В(3; у). Знайти х та у, якщо 

1) 
[image: image1060.wmf]AB

=(2; 1);         2) 
[image: image1061.wmf]BA

=(-1; 5).

3.28. Дано точки М(х; 2; 3) і N(1; 3; z). Знайти х і z, якщо

1)
[image: image1062.wmf]MN

=(3; 1; 5);        2) 
[image: image1063.wmf]NM

=(4; -1; -3).

§ 4. Скалярний добуток векторів
 Теоретичні відомості

Скалярним добутком двох векторів називається число, яке дорівнює добутку їх довжин на косинус кута між ними. 
Якщо вектори задані в прямокутній декартовій системі координат, то означення скалярного добутку можна сформулювати ще й так: скалярним добутком двох векторів називається число, яке дорівнює добутку довжини одного з векторів на проекцію другого вектора в напрямку першого. 

Алгебраїчні властивості скалярного добутку
1. Комутативна: 
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2. Асоціативна: 
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3. Дистрибутивна: 
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Геометричні властивості скалярного добутку
1. Скалярний добуток двох векторів рівний нулю тоді і лише тоді, коли вектори перпендикулярні: 
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2. Скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату його довжини: 
                                                  
[image: image1068.wmf]2
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3. Кут між векторами знаходимо з означення скалярного добутку: 

                                                  
[image: image1069.wmf]в

а

в

а

×

×

=

a

cos

                                                  (1.19)
Обчислення скалярного добутку 
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Якщо вектори 
[image: image1072.wmf]а

 та 
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 задані координатами відносно ортонормованого базису 
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- кут між двома векторами:
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Необхідна і достатня умови перпендикулярності двох векторів:
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Розв’язання задач 
1.4.1. Дано два вектори 
[image: image1080.wmf]).
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Знайти косинус кута між векторами 
[image: image1081.wmf]в
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Розв’язання. Знайдемо спочатку координати векторів 
[image: image1082.wmf]m
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[image: image1083.wmf]п

, застосовуючи теорему 1.9 про координати лінійної комбінації векторів та наслідки з неї: 
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Тепер можемо обчислити довжини векторів  
[image: image1088.wmf]m
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 за формулою (1.22) 
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та скалярний добуток 
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[image: image1094.wmf]2

1

2

1

2

1

z

z

y

y

x

x

b

a

+

+

=

×

:


[image: image1095.wmf]n

m

×

=2
[image: image1096.wmf]12

)

2

(

7

)

2

(

4

5

-

=

-

×

+

-

×

+

×


За формулою (1.23) отримаємо 
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          Отже , 
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1.4.2. Для яких значень 
[image: image1099.wmf]l

 вектори 
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  перпендикулярні, якщо 
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Розв’язання. Знайдемо координати вектора 
[image: image1104.wmf]в
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, скориставшись теоремою 1.9 про координати лінійної комбінації векторів та наслідками з неї. 
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За наслідком 1:        
[image: image1107.wmf]в
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 = (1+2; -1+1; 2-3)=(3; 0; - 1).
 За умовою перпендикулярності, скалярний добуток цих векторів рівний нулю, тобто: 

             (3; 0 ;-1)(
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1.4.3. Задано вектори 
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Ров’язання. Позначимо вектор 
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Отже, в координатах: 
[image: image1118.wmf](

)

7

;

2

;

3

-

=

a

 (рис.1.23). Його довжина 
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Обчислимо проекцію вектора 
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1.4.4. Довести, що в правильному тетраедрі ребро, якого має довжину а, мимобіжні ребра взаємно перпендикулярні і обчислити довжину відрізка, який з’єднує середини протилежних ребер.
[image: image2187.wmf]2
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Розв’язання.  І спосіб. 
1.Доведемо, що 
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 (рис.1.24). Очевидно, що 
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 EMBED Equation.3  [image: image1134.wmf]=
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Звідки :   
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ІІ спосіб.  Введемо афінний базис 
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1.Знайдемо скалярний добуток векторів 
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    2. Обчислимо скалярний квадрат вектора 
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Скориставшись формулою (1.17), отримаємо 
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Отже, відрізок який з’єднує середини протилежних ребер, має довжину 
[image: image1153.wmf]2
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1.4.5. Довести, що в прямокутному трикутнику квадрат висоти, 

проведеної із вершини прямого кута до гіпотенузи, рівний добуткові відрізків гіпотенузи, а квадрат катета рівний добуткові гіпотенузи на проекцію цього катета на гіпотенузу.
Розв’язання.  [image: image2188.wmf]F

І спосіб.   1. Нам необхідно пов’язати вектори 
[image: image1154.wmf],
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  використавши при цьому перпендикулярність векторів  
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 і 
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 (рис.1.25). Тому   виразимо ці вектори через ті, які нам необхідно пов’язати, (
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тобто 
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ІІ спосіб.   Виберемо вектори 
[image: image1167.wmf]CA
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, напрямлені вздовж базисних (рис.1.26).
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Тоді потрібні нам вектори мають


такі координати: 
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Можемо вектор 
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Обчисливши в координатах, отримаємо: 
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Обчислимо тепер 
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, знаючи їх координати, за формулами (1.7):
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Звідси: 
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Отже, 
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Аналогічно доводиться, що 
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1.4.6. Знайти вектор 
[image: image1189.wmf]а

, колінеарний вектору 
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Розв’язання. Так як шуканий вектор 
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 колінеарний вектору 
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, то їх координати пропорційні, тобто вектор 
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 має координати 
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. Тоді скалярний добуток цього вектора на вектор 
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Отже, 
[image: image1202.wmf](
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1.4.7. Із вершини прямокутника із сторонами 12 і 8 проведено дві прямі, що ділять протилежні цій вершині сторони прямокутника навпіл. Обчислити кут між цими прямими.

[image: image2191.wmf]o
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Розв’язання. Введемо прямокутну декартову систему координат, осі якої містять дві суміжні сторони прямокутника, а початком координат є та із його вершин, з якої проведені дві прямі (рис.1.27). В такому випадку можемо знайти координати точок 
[image: image1203.wmf]K

та 
[image: image1204.wmf]M

. Оскільки вони є серединами сторін прямокутника, то 
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, що є радіус-векторами точок 
[image: image1210.wmf]K

 і 
[image: image1211.wmf]M

відповідно і мають такі ж координати: 
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Рекомендована література
[2] §6; [12] Розділ 9. §§53-54, с. 172-178; [16] Ч. 2. Глава 2. §§7-9, с. 234-239; [19] §10, с. 50-55
Завдання для самостійного розв’язання
4.1. Знайти косинуси кутів між векторами 
[image: image1215.wmf]а

 і 
[image: image1216.wmf]b

, якщо:
а) 
[image: image1217.wmf]a

 = (2,5,-3), 
[image: image1218.wmf]b

= (-4,2,0);   
б) 
[image: image1219.wmf]a

 = (1,-2,3), 
[image: image1220.wmf]b

 = (-1,-3,0).
4.2. Обчислити кути трикутника АВС, якщо:
а)  A (2; 3; 1), В (4; 0; 7), С (8; 5; -2);
б)  A (-1;2; 0), В (3; 2; 5), С (5; -3; 2).
4.3. Доведіть, що вектори 
[image: image1221.wmf](
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 взаємно перпендикулярні. 

4.4. В ортонормованому базисі дано 
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[image: image1225.wmf]ABC
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4.5. Чи має скалярний добуток векторів властивості, аналогічні до властивостей множення чисел:  1) якщо ab = 0, то хоча б одне з чисел a і b дорівнює нулю; 
2) ab = ba;   3) якщо ab = cb і b
[image: image1226.wmf]0

¹

, то a = c;   4) (a+b)c = ac + bc;                     
5) a(bc)=(ab)c.

4.6. Дано паралелограм 
[image: image1227.wmf]ABCD

. Подайте геометричне тлумачення рівностей:  1)
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4.7. Відомо, що вектори 
[image: image1231.wmf].
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 не нульові і вектор 
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 не перпендикулярний  до векторів 
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. При якій умові виконується рівність 
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4.8. Довести, що сума квадратів довжин медіан трикутника дорівнює 
[image: image1235.wmf]4
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 суми квадратів довжин його сторін.

4.9. Обчислити довжину діагоналей паралелограма 
[image: image1236.wmf]ABCD

, якщо  відомо, що 
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4.10. Величини плоских кутів тригранного кута рівні 
[image: image1239.wmf]o
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 EMBED Equation.3  [image: image1240.wmf].
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 Знайти величини двогранних кутів.

4.11. У кубі знайти величину кута: 1) між його діагоналлю і мимобіжною з нею діагоналлю грані; 2) між мимобіжними діагоналями двох сусідніх граней; 
3) між діагоналлю куба і діагоналлю, що перетинається з нею, бічної грані.

4.12.  Знайти кут між діагоналями паралелограма, побудованого на векторах 
[image: image1241.wmf](
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4.13.  Задано   вершини   чотирикутника А(2;-1;2), В(2;5;0), С(-3;2;1), В(
[image: image1243.wmf]l

; -4; 3). Визначити, при якому значенні 
[image: image1244.wmf]l

 діагоналі чотирикутника АС i ВD перпендикулярні.
4.14. Знайти кут 
[image: image1245.wmf]a

 між двома векторами 
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4.15.  Дано два вектори 
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4.16. Дано три вектори 
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. Знайти:

1) 
[image: image1264.wmf]2
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2) 
[image: image1265.wmf](
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4.17.  Знайти чисельну величину проекції вектора 
[image: image1266.wmf]а


[image: image1267.wmf](

)

4

;

7

-

 на вісь, паралельну вектору 
[image: image1268.wmf]b


[image: image1269.wmf](

)
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-

.

4.18.  Знайти кут 
[image: image1270.wmf]a

 між двома векторами 
[image: image1271.wmf]а

r

 і 
[image: image1272.wmf]b

r

, заданими своїми координатами в кожному із нижче наведених випадків:

1) 
[image: image1273.wmf](

)

1
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4

;
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,  
[image: image1274.wmf](
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  ;

2) 
[image: image1275.wmf](
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,   
[image: image1276.wmf](
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.

4.19.  Дано три вектори: 
[image: image1277.wmf](
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, 
[image: image1278.wmf](
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 , 
[image: image1279.wmf](
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. Знайти:

1) 
[image: image1280.wmf]2
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2) 
[image: image1281.wmf]2
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3) 
[image: image1282.wmf]c
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4.20. Дано три вектори: 
[image: image1283.wmf](
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, 
[image: image1284.wmf](
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, 
[image: image1285.wmf](
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. Знайти:

1) 
[image: image1286.wmf](
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2) 
[image: image1287.wmf]÷
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3) 
[image: image1288.wmf]a

c

c

b

b

a

r

r

r

r

r

r

2

2

2

+

+

.

4.21.  Знайти чисельну величину проекції вектора 
[image: image1289.wmf]а

 
[image: image1290.wmf](

)

1

,

4

,

8

 на вісь, паралельну вектору  
[image: image1291.wmf]в


[image: image1292.wmf](
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.

4.22. Обчислити модуль вектора 
[image: image1293.wmf]b

r

:

1)
[image: image1294.wmf](
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;                    2) 
[image: image1295.wmf](
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3)
[image: image1296.wmf](
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;              4) 
[image: image1297.wmf](
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.
4.23. .Знайти орт вектора 
[image: image1298.wmf]c

r

:

1)
[image: image1299.wmf]=

c

r

(1; -2; 2);

2) 
[image: image1300.wmf]=

c

r

(0; -8; 15).

4.24. Дано розклад вектора 
[image: image1301.wmf]p

r

за базисом 
[image: image1302.wmf]k
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i

r

r

r

,

,

 
[image: image1303.wmf]k
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Визначити в цьому базисі розклад вектора 
[image: image1304.wmf]l

r

, паралельного вектору 
[image: image1305.wmf]p

r

 і 

співнапрямленого з ним, якщо відомо, що 
[image: image1306.wmf]26

=

l

r

.

4.25.  Два вектори 
[image: image1307.wmf]=

m

r

 (2; 6; 3) і 
[image: image1308.wmf]=

n

r

(-6; 3; 2) прикладені до однієї точки.

Визначити координати вектора 
[image: image1309.wmf]p

r

, напрямленого по бісектрисі кута між 

векторами 
[image: image1310.wmf]m

r

 і 
[image: image1311.wmf]n

r

, при умові, що 
[image: image1312.wmf]122

=

p

r

 .

4.26.  Вектори 
[image: image1313.wmf]k

r

 і  
[image: image1314.wmf]l

r

 утворюють кут 
[image: image1315.wmf]p

j

4

3

=

. Знаючи, що 
[image: image1316.wmf]2

=

k
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 , 
[image: image1317.wmf]4

=

l

r

, знайти:

1)
[image: image1318.wmf]l
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;           2)
[image: image1319.wmf]2
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;           3)
[image: image1320.wmf]2
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;            4)
[image: image1321.wmf](

)

2

l

k

r

r

-

;      5)
[image: image1322.wmf](
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[image: image1323.wmf](
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;             7)
[image: image1324.wmf](
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4.27. Вектори 
[image: image1325.wmf]a

r

 і 
[image: image1326.wmf]b

r

 утворюють кут 
[image: image1327.wmf]6

p

j

=

 і 
[image: image1328.wmf]2
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,  
[image: image1329.wmf]3
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r

. Знайти:
1) 
[image: image1330.wmf]b
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;          2)
[image: image1331.wmf]2
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;        3)
[image: image1332.wmf]2
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;        4)
[image: image1333.wmf](
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;        5)
[image: image1334.wmf](
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;        6)
[image: image1335.wmf](
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;        7)
[image: image1336.wmf](
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4.28. Вектори 
[image: image1337.wmf]c

r

 і 
[image: image1338.wmf]d

r

 взаємно перпендикулярні; вектор 
[image: image1339.wmf]l

r

 утворює з ними кути, рівні 
[image: image1340.wmf]j

. Обчислити:

1)
[image: image1341.wmf])
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[image: image1342.wmf](
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3)
[image: image1343.wmf](
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а) 
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б)  
[image: image1345.wmf]3
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4.29. Вектори 
[image: image1346.wmf]c
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 задовольняють умову 
[image: image1347.wmf]0
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. Знайти 
[image: image1348.wmf]a
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, якщо:
           1)
[image: image1349.wmf];
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          2) 
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4.30.  Вектори 
[image: image1351.wmf]r
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,

 попарно утворюють один з одним кути, кожний з яких рівний 
[image: image1352.wmf]a

. Визначити  модуль вектора 
[image: image1353.wmf]r
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, якщо

1)
[image: image1354.wmf]p
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2) 
[image: image1355.wmf]3
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4.31.  Обчислити кут між векторами 
[image: image1356.wmf]a
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 і 
[image: image1357.wmf]p
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, якщо

1) 
[image: image1358.wmf](

)

b

a

c

c

a

b

p

r

r

r

r

r

r

r

-

=

)

(

     2) 
[image: image1359.wmf](
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4.32.  Вектори 
[image: image1360.wmf]p

r

 і 
[image: image1361.wmf]q

r

 утворюють кут 
[image: image1362.wmf]j

. Обчислити кут 
[image: image1363.wmf]a

 між векторами 
[image: image1364.wmf]q
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 і 
[image: image1365.wmf]q
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,  якщо:
1)
[image: image1366.wmf]3
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[image: image1367.wmf]1
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[image: image1368.wmf]6
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2)  
[image: image1369.wmf]1
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4.33. Обчислити: 1) 
[image: image1372.wmf]d
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; 2)
[image: image1373.wmf]2
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; 3)
[image: image1374.wmf]2
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; 4) 
[image: image1375.wmf](
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[image: image1376.wmf](

)

2

d

c

r

r

+

; 6)
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4.34.  Дано точки А, В, С. Обчислити:

1) 
[image: image1380.wmf]BA

3

(



 EMBED Equation.3  [image: image1381.wmf])

2

BC

-



 EMBED Equation.3  [image: image1382.wmf]AB

3

(



 EMBED Equation.3  [image: image1383.wmf])

AC

+

    2) 
[image: image1384.wmf]2

AB

   3) координати вектора 
[image: image1385.wmf]AC

(
[image: image1386.wmf]AB

+
[image: image1387.wmf]BC

):

а) А(1; 0; -4 ), В(2; 1; 3), С(-1; -1; -1);

б) А(-2; 3; -4); В(-2; 0; 5 ); С(2; -3; 4).

4.35. .При якому значенні 
[image: image1388.wmf]a

 вектори 
[image: image1389.wmf]a

r

 і 
[image: image1390.wmf]b

r

: 1) взаємно перпендикулярні; 
2) утворюють гострий кут; 3) утворюють тупий кут:

1)
[image: image1391.wmf]k
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4.36. При якому значенні 
[image: image1393.wmf]x

   вектори 
[image: image1394.wmf]BD

i

AC

перепендикулярні, якщо:
1) А(х; 1; 2), В(0; 3; 4;), С(1; 2; 5), 
[image: image1395.wmf]D

=(2; -1; 4);

2) А(-1; 2; -3), В(х; 4; 5), С(3; 2; -3), 
[image: image1396.wmf]D

=(7; 8; 9)?

4.37.  Обчислити косинус кута, утвореного векторами 
[image: image1397.wmf]c

r

 і 
[image: image1398.wmf]d

r

:

1) 
[image: image1399.wmf]c
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=(-1; 2; 5),  
[image: image1400.wmf]d
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=(6; 3; 1) ;

2) 
[image: image1401.wmf]k
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[image: image1402.wmf]k
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4.38.  Дано три вершини трикутника АВС: А(0; 3; -1), В(5; 8; 12), 

С(6; 3; 7). Знайти:

1) величини внутрішніх кутів А і С;

2) величину зовнішнього кута при вершині В.

4.39.  Вектори 
[image: image1403.wmf]x

r

 і 
[image: image1404.wmf]a

r

 колінеарні і утворюють з віссю оу гострий кут. Знайти  вектор 
[image: image1405.wmf]x

r

, якщо:
1) 
[image: image1406.wmf]a
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 =(3; -2; 5), 
[image: image1407.wmf]38
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;

2) 
[image: image1408.wmf]k

j

i

a

r

r

r

r

+

+

=

2

, 
[image: image1409.wmf]3
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4.40.  Знайти вектор 
[image: image1410.wmf]x

r

, який колінеарний вектору 
[image: image1411.wmf]b

r

, якщо:
1)
[image: image1412.wmf]k
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, 
[image: image1413.wmf]12
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2) 
[image: image1414.wmf]b
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=(1; 0; 5), 
[image: image1415.wmf]26
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.

4.41.  Знайти вектор 
[image: image1416.wmf]y

r

, який утворює тупий кут з віссю оz і перпендикулярний до векторів 
[image: image1417.wmf]b

r

 і 
[image: image1418.wmf]c

r

, якщо:
1) 
[image: image1419.wmf]b

r

=(6; -2; 0), 
[image: image1420.wmf]c

r

=(2; 3; 11), 
[image: image1421.wmf]11
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;

2) 
[image: image1422.wmf]b
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=(2; 3; 4), 
[image: image1423.wmf]c
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=(4; 4; 7), 
[image: image1424.wmf]5
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.

4.42.  Вектор 
[image: image1425.wmf]a
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 і 
[image: image1426.wmf]b
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. Знайти 
[image: image1427.wmf]x
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, якщо:
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)

5

2

(

=

+

-

k

j

i

x

r

r

r

r

;

2) 
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4.43.  Дано вектори 
[image: image1434.wmf]a

r

=(1; 0; 2), 
[image: image1435.wmf]b

r

=(3; -1; 2) і 
[image: image1436.wmf]c

r

=(4; 5; 0). Знайти вектор 
[image: image1437.wmf]x

r

, якщо 
[image: image1438.wmf](
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[image: image1439.wmf]5

=

a

x

r

r

, 
[image: image1440.wmf]6

=

b

x

r

r

, 
[image: image1441.wmf]9

=

c

x

r

r

.

4.44. Обчислити проекцію вектора 
[image: image1442.wmf]a

r

 на вісь вектора 
[image: image1443.wmf]b

r

, якщо

1) 
[image: image1444.wmf]a

r

=(2; 3; 1), 
[image: image1445.wmf]b

r

=(1; -2; 2);

2) 
[image: image1446.wmf]a

r

=(-1; 5; 4), 
[image: image1447.wmf]b

r

=(4; 0; -3);

4.45.. Дано три вектори 
[image: image1448.wmf]k
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[image: image1449.wmf]k
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[image: image1450.wmf]k
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. Обчислити проекцію вектора 
[image: image1451.wmf]b

r

 на вісь вектора 
[image: image1452.wmf]c
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r
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+

.

4.46. Дано точки А(0; -1; 5), В(2; 4; 0), С(-3; -1; 2) і D(8; 6; -3). Знайти проекцію вектора 
[image: image1453.wmf]AC

  на вісь вектора 
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4.47.
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4.48. Обчислити скалярний добуток векторів  
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4.49. Визначити, при якому значенні α вектори 
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4.50. Задані три точки А(1;1;1), В(4;5;-3) і С(2;3;4). Обчислити скалярний добуток векторів 
[image: image1467.wmf]AB

 та 
[image: image1468.wmf]AC

.
4.51. Знайти кут, який утворюють одиничні вектори 
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4.52. Вектори 
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4.53. Довести тотожність 
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4.54. Задані одиничні вектори 
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4.55. Вектори  
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4.56. Два вектори  
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 утворюють кут φ = 60°. Обчислити модуль вектора 
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4.57. Знайти, при якому значенні α  вектори  
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4.58. Обчислити роботу, яку виконує сила 
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4.59. Обчислити скалярний добуток векторів 
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4.60. Обчислити косинус кута φ між векторами 
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4.61. Обчислити кут між векторами 
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4.62. Обчислити скалярний добуток векторів 
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 та визначити, який кут (гострий, прямий, чи тупий) вони утворюють.
4.63. Дано трикутник АВС: А(4;0;-2), В(-2;-6;4), С(4;3;2). Знайти кут φ між стороною АВ і медіаною СD.
4.64. При якому значенні m вектори 
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4.65. При якому значенні α вектори 
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4.66. Дано вершини чотирикутника А(1;2;3), В(7;-3;2), С(3;0;6) і D(9;2;4). Довести, що його діагоналі взаємно перпендикулярні.
4.67. Довести, що чотирикутник з вершинами А(-3;5;6), В(5;2;-1), С(8;-3;-1) і D(4;7;-2) – квадрат.

4.68. Знайти косинус кута φ між діагоналями АС і ВD паралелограма, якщо задані три його вершини А(2;1;3), В(5;2;-1) і С(-3;3;-3).
4.69. Знайти вектор 
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4.70. Знайти вектор 
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, якщо він перпендикулярний до векторів 
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4.71. Знайти вектор 
[image: image1520.wmf]c

 , якщо він перпендикулярний до векторів 
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4.72. Задані два вектори:  
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 і задовольняє умови: ( с, а ) = 9, (с, b) = -4.
§ 5. Векторний добуток векторів
Теоретичні відомості

Векторним добутком двох векторів 
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 називається такий вектор, довжина якого дорівнює добутку довжин перемножуваних векторів на синус кута між ними; він перпендикулярний до площини перемножуваних векторів; множене, множник і векторний добуток утворюють правий репер. 
Позначається векторний добуток 
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Вектори 
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 утворюють правий репер або (додатно орієнтований), якщо рух від вектора 
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 по меншому куту відбувається проти руху годинникової стрілки, дивлячись з кінця третього вектора 
[image: image1537.wmf]с

 (правило правої руки). В протилежному випадку (рух відбувається за рухом годинникової стрілки) – лівий (від’ємно орієнтований) репер.

Геометричні властивості векторного добутку

1. Довжина вектора векторного добутку двох векторів чисельно дорівнює площі паралелограма, побудованого на перемножуваних векторах. 
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2. Векторний добуток двох векторів дорівнює нулю тоді і лише тоді, коли вектори колінеарні:  
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Алгебраїчні властивості векторного добутку

1. Антикомутативна: 
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Векторний добуток двох векторів 
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тобто вектор 
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          Зауважимо, що цей вектор 
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      Необхідна і достатня умову колінеарності двох векторів (через векторний добуток):  
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Розв’язання задач

1.5.1. Трикутник  АВС  заданий координатами своїх вершин: 
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0

;

1

;

2

(

A


 
[image: image1554.wmf]).

1

;

4

;

2

(

),

4

;

6

;

3

(

-

-

-

C

B

 Обчислити площу трикутника.
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     Знайдемо координати векторів 
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(рис.1.28) за формулою (1.6): 
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Запишемо векторний добуток векторів 
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 у координатах за формулою  ( 1.27 ). Тоді, 
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1.5.2. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах 
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. Знайдемо векторний добуток векторів 
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,     використовуючи його алгебраїчні властивості: 
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Так як  
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Тоді, за означенням векторного добутку: 
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1.5.3. Вектори 
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Розв’язання. Нам потрібно довести, що вектори 
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Звідси 
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Отже, вектори 
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  співнапрямлені і мають однакову довжину, тому 
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, що й треба було довести.

1.5.5. В прямокутній декартовій системі координат задано дві точки 
[image: image1592.wmf](1;2;3)
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. Знайти на осі 
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 таку точку 
[image: image1595.wmf](;0;0)
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, щоб площа трикутника АВС  була рівна 1,5 кв. од.
Розв’язання. Площу трикутника 
[image: image1596.wmf]АВС

 можна обчислити як 
[image: image1597.wmf][
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Отже,
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Згідно з умовою задачі  
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Звідси знаходимо, що 
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1.5.6. До точки 
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 Знайти момент рівнодійної цих сил відносно точки 
[image: image1613.wmf](
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Розв’язання. Якщо сила 
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 прикладена до точки Р (рис.1.29), то моментом сили відносно точки О називається [image: image2198.wmf]a

вектор 
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, який є векторним  добутком векторів 
[image: image1616.wmf]OP

 ( радіус-вектор        точки Р відносно О ) і вектора 
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[image: image1619.wmf]ВА

. Тому знайдемо рівнодійну цих сил 
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 та координати вектора 
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 Тоді, момент рівнодійної цих сил знайдемо як векторний добуток 
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Отже, момент рівнодійної даних сил відносно точки В є вектор 
[image: image1625.wmf]М

(68;52;15).
1.5.7. Знаючи вершину 
[image: image1626.wmf](1;1;1)
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 квадрата 
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Розв’язання. Так як вектор 
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Знаючи координати вектора 
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Тому вершини 
[image: image1642.wmf]D
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 квадрата відповідно мають координати 
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 відносно початку координат 
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Завдання для самостійного розв’язання
5.1.  Знайти координати векторного добутку 
[image: image1650.wmf][
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, якщо;
а) 
[image: image1651.wmf]a

 (2; 4; 5), 
[image: image1652.wmf]b

 (0; 1;-2);   б) 
[image: image1653.wmf]a

(0; -2; 5), 
[image: image1654.wmf]b

(1;1;3); 
в) 
[image: image1655.wmf]a

 (3;-1;2), 
[image: image1656.wmf]b

 (-2; 1; 2);   г) 
[image: image1657.wmf]a

 (1;-1;0), 
[image: image1658.wmf]b

 (0; -1; -2).
5.2.    Обчислити   площу   трикутника   з   вершинами, A(7;3;0), В(2:0;5) і С(3;3;-1).
5.3. Для векторів 
[image: image1659.wmf]a

(2;0; -1) і 
[image: image1660.wmf]b

(1; 2; -1) знайти координати векторних добутків, якщо:
а) 
[image: image1661.wmf][
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5.4.  Знайти   площу трикутника, вершинами якого є точки А(4; 2), В(9; 4) і 
С(7; 6).

5.5.  Знайти площу п’ятикутника, вершинами якого є точки 
[image: image1664.wmf]A

(–2; 0), 
[image: image1665.wmf]B

(0; –1), С(2; 0), 
[image: image1666.wmf]D

(3; 2), 
[image: image1667.wmf]E

(–1; 3). 

5.6.  Знайти площу трикутника АВС в кожному із наступних випадків:

1) А(2; 1),              В(3; 4),          С(1; 6);

2) А(–2; 4),            В(0; –3),        С(1; 7);

3) А(5; 4),              В(11; 0),        С(0; 3).

5.7. Знайти відстань від точки (2; 0) до прямої, яка проходить через точки 
 (1; 1) і   (5; 4). 

5.8. Знайти відстань від початку координат до прямої, яка проходить через точки  (1; 5) і (2; 4).  

5.9. Дві вершини трикутника знаходяться в точках (5; 1) і (–2; 2), третя вершина – на осі ох. Знаючи, що площа трикутника дорівнює 10, знайти третю вершину.

5.10. Площа трикутника S=3, дві його вершини точки А(3; 1) і В(1; –3), центр ваги цього трикутника лежить на осі 
[image: image1668.wmf]ox

. Знайти координати третьої вершини С.

5.11. Знаючи два вектори 
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5.12.  Довести, що якщо три вектори 
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r

, 
[image: image1675.wmf]b

r

, 
[image: image1676.wmf]ñ

r

 не колінеарні, то із рівностей 
[image: image1677.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

b

a

r

r

=
[image: image1678.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

ñ

b

r

r

=
[image: image1679.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

à

ñ

r

r

 виходить співвідношення 
[image: image1680.wmf]à

r

+
[image: image1681.wmf]b

r

+
[image: image1682.wmf]ñ

r

=
[image: image1683.wmf]0

, і навпаки.

5.13. Довести, що 
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5.14.  Довести, що якщо 
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5.15. Із однієї точки проведено три не компланарні вектори 
[image: image1694.wmf]à
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. Довести, що площина, яка проходить через кінці цих векторів, перпендикулярна до вектора 
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5.16.  Довести, що якщо вектори 
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5.17. В орієнтованому просторі дано два взаємно перпендикулярні вектори 
[image: image1703.wmf]à
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, які виходять із однієї точки. Знайти вектор 
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, який отримується із вектора 
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 поворотом на 90° навколо вектора 
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 так, щоб орієнтація трійки векторів 
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 співпадала з орієнтацією одиничних векторів 
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5.18. Знайти векторний добуток 
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5.19. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах 
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5.20.  Обчислити, яку роботу виконує сила 
[image: image1721.wmf]F
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 коли її точка прикладання  змінює положення із початку в кінець вектора 
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5.21. Обчислити, яку роботу здійснює сила 
[image: image1725.wmf]F
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, коли її точка прикладання, рухаючись прямолінійно, змінює положення із положення М в положення N:
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5.22. Дано три сили 
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. Обчислити, яку роботу рівнодійна цих сил, коли її точка прикладання, рухаючись прямолінійно, переміщається із положення А в положення В:
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5.23. Знайти площу паралелограма, побудованого на векторах 
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5.24. Знайти: 1) 
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5.25. Вектори 
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5.26.  При якій умові 
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5.27. Якій умові повинні задовольняти нульові вектори 
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5.28. Знайти координати векторних добутків: 1) 
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5.29. Знайти координати векторів 1) 
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а) А(1; 2; 0), В(-3; 1; 4), С(2; 7; 1);

б) А(0; 1; 0), В(4; 2; 0), С(3; 1; 1).

5.30.  Сила 
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5.31.  Дано точки K, L, M. Знайти площу трикутника KLM, якщо

1) К(1; -3; 1),  L(2; 0; 7),  M(3; 4; -1);

2) К(2; 5; 0),  L(1; 0; 0),  M(2; -1; 1).
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5.32.  Дано вершини трикутника P(2; 0; 1), Q(2; 1; 1), R(1; 1; 1). Знайти довжини висот: а) 
[image: image1800.wmf]PM
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[image: image1801.wmf]QN

.

5.33.  Обчислити синус кута між векторами 
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5.34.  Обчислити 
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5.35.  Безпосереднім обчисленням чисел 
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5.56. Довести, що якщо вектори 
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5.57. Обчислити площу паралелограма АВСD, якщо 
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5.58. Обчислити площу трикутника з вершинами в точках А(3;4;–1), 

В (2;0,3), С (–3;5;4). Система координат прямокутна декартова.

5.59. В базисі (
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§ 6. Мішаний добуток векторів
Теоретичні відомості

Мішаним добутком трьох векторів називається число, що дорівнює скалярному добутку векторного добутку перших двох векторів на третій.

Позначається
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Властивості мішаного добутку

1. При циклічній перестановці векторів їх мішаний добуток не змінюється : 
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2. При  перестановці двох сусідніх векторів мішаний добуток змінює знак на протилежний:  
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Теорема 1.15. (геометричний зміст мішаного добутку): Абсолютна величина мішаного добутку трьох векторів чисельно дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на цих векторах:
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Мішаний добуток в координатах відносно ортонормованого базису

                                             
[image: image1861.wmf](

)

3

3

3

2

2

2

1

1

1

,

,

z

y

x

z

y

x

z

y

x

c

b

a

=

r

r

r

;                                         (1.30)          

Умова компланарності трьох векторів: 
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або в координатах відносно ортонормованого базису

                                                               
[image: image1863.wmf]0

3

3

3

2

2

2

1

1

1

=

z

y

x

z

y

x

z

y

x

                                      (1.32)
Розв’язання задач 
1.6.1.  Виходячи з умови компланарності трьох векторів 
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 записати умову компланарності чотирьох точок 
[image: image1865.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

;

;

,

;

;

,

;

;

,

;

;

4

4

4

3

3

3

2

2

2

1

1

1

z

y

x

D

z

y

x

C

z

y

x

B

z

y

x

A


Розв’язання. Скориставшись (1.31) та (1.32)  запишемо умову компланарності даних векторів 
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Знаючи координати кінців цих векторів, за формулою (1.6) знайдемо координати векторів: 
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Це умова компланарності чотирьох даних точок А, В, С, D.

1.6.2. Дано тетраедр ОАВС,  
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Аналогічно об’єм 
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1.6.3. Дано паралелепіпед 
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Знайти:

а) об'єм паралелепіпеда; б) площі граней АВСD i ADD1A1; в) довжину висоти, проведеної із вершини А1 на грань АВСD; г) косинус кута 
[image: image1890.wmf]j

, між ребром АВ і
 діагоналлю В1D; д) косинус кута 
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 між гранями АВСD i ADD1A1) (рис.1.31).
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б) Для знаходження площі грані АВСD використаємо формулу (1.27) 
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Отже, 
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в) Для знаходження довжини висоти, проведеної з вершини А1 на грань АВСD, скористаємось формулою для знаходження об'єму паралелепіпеда 
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 Знайдемо координати вектора 
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За формулою (1.21) отримаємо: 
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д) Для знаходження косинуса кута між гранями АВСD i ADD1A1 скористаємось тим, що кут між двома площинами дорівнює куту між перпендикулярами до цих площин. Позначимо вектор, перпендикулярний до грані ADD1A1 через 
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В ролі 
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1.6.4. Об'єм тетраедра V = 15 куб. од., а три його вершини знаходяться в точках 
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Знайти: 1) координати четвертої вершини 
[image: image1929.wmf]O

 цього тетраедра, якщо відомо, що вона лежить на осі 
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; 2) площу трикутника 
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 і  3) кут
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,

Розв’язання.  1) Використаємо геометричні властивості мішаного добутку трьох векторів, а також той факт, що коли точка О лежить на осі 
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 частину об'єму відповідного паралелепіпеда. А об'єм паралелепіпеда чисельно дорівнює модулю мішаного добутку трьох векторів, які збігаються з його ребрами і мають спільний початок.
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Мішаний добуток визначається за формулою:
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Отже, ця задача має два розв’язки: 
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2) Площа трикутника чисельно дорівнює половині модуля векторного добутку двох векторів, які збігаються   із сторонами трикутника:
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У декартовій системі координат ця формула записується так:
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Отже, 
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Отже, 
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Завдання для самостійного розв’язання 
6.1. Дано вектори 
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6.2. Довести тотожності:
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6.3. За яких умов 
[image: image1975.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

×

c

b

a

r

r

r

=
[image: image1976.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

×

c

b

a

r

r

r

?

6.4. Через кожне ребро куба проведена площина, яка утворює кути 45° з площинами тих граней куба, що містять це ребро. Довести, що півплощини, які обмежені цими площинами і містять куб, перетинаються по ромбічному додекаедру. 

6.5. Довжина ребра правильного додекаедра рівна а. Знайти S, V, r, R, 
[image: image1977.wmf]j

, де 

S – площа поверхні, V – об’єм, r – радіус вписаної сфери, R – радіус описаної сфери, 
[image: image1978.wmf]j

 - величина двогранного многогранника F. 

6.6. З'ясувати, які з даних чотирьох точок лежать в одній площині:

а) А
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(0;1;2), DС(1;1;1);
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(3;5;6), С
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D
(0;7;6);

в) А
[image: image1993.wmf]3

 (1;1;0), В
[image: image1994.wmf]3

 (-1;2;-1), С

 EMBED Equation.3 [image: image1996.wmf]3

 (0;-1;0), [image: image1998.png]


(-3;-3;2);

г) А
[image: image1999.wmf]4

 (1;2;2), В
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 (0;3;3), [image: image2002.png]


(2;-5;-1), D
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6.7. В паралелепіпеді 
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,  має ліву орієнтацію. Визначити орієнтацію реперів: а) 
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 - середина ребра  АD.

6.8. Обчислити добутки 
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 EMBED Equation.3 [image: image2055.wmf]b



 EMBED Equation.3 [image: image2056.wmf]c

=5.

6.9. Знайти мішаний добуток і визначити орієнтацію трійки векторів 
[image: image2057.wmf]а

,
[image: image2058.wmf]b

,
[image: image2059.wmf]c

 в кожному з наступних випадків:

а) 
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(2;-3;1)
, (1;1;2), 
[image: image2063.wmf]c

(3;1;-1);

б) 
[image: image2064.wmf]а

(-2;1;5), 
[image: image2065.wmf]b

(3;0;2), 
[image: image2066.wmf]c

(-1;4;2);

в) 
[image: image2067.wmf]а

(1;-1;1), 
[image: image2068.wmf]b

(5;2;-3)
, (1;4;-2).

6.10. Визначити 
[image: image2071.wmf]а



 EMBED Equation.3 [image: image2072.wmf]b



 EMBED Equation.3 [image: image2073.wmf]c

 і 
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 , якщо (2;-3;1), 
[image: image2078.wmf]b

(1;1;2)  
[image: image2079.wmf]c

(3;1;-1)

6.11. Обчислити об’єм тетраедра , вершини якого  знаходяться в точках:

а) А(2;-1;-1), В(5;-1;2), С(3;0;-3), D(6;0;-1);

б) А(0;0;0), В(3;4;-1), С(2;3;5), D(6;0;-3).

6.12. Дано тетраедр, побудований на векторах 
[image: image2080.wmf]АВ

(2;0;0), 
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 (3;4;0) і 
[image: image2082.wmf]AD

(3;4;2). Знайти: а) об’єм тетраедра; б) площу граней; в) довжину висоти h, проведеної із вершини D; г) косинус кута φ
[image: image2083.wmf]1

 між ребрами АВ і ВС; д) косинус кута φ
[image: image2084.wmf]2

 між гранями АВС і АDС.

6.13. Дано трикутник координатами вершин: А(-1;1;2), В(1;1;0), С(2;6;-2). 

Знайти: а) площу трикутника; косинуси внутрішніх кутів; в) довжину висоти ВН і координати вектора 
[image: image2085.wmf]BH

; г) вектор 
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 колінеарний бісектрисі кута.

6.14.  Дано вектори 
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6.15.  Чи компланарні вектори 
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6.16.  При якому значенні х точки А, В, С, D лежать в одній площині, якщо

1) А(-1; 0; 3), В(х; 1; 4), С(2; 1; 5), D(-6; 3; 3);

2) А(2; -1; 5), В(3; 4; 6), С(2; 2; 4), D(х; 1; 5) ?

6.17.  Обчислити об’єм тетраедра з вершинами А, В, С, D;

1) А(4; 3; 0),  В(-1; 2; 1),  С(3; 4; 1),  D(5; 6; 2);

2) А(-1; 1; 2),  В(0; 3; 3),  С(4; 5; -1),  D(2; 1; 4).

6.18. Об’єм тетраедра рівний V, три його вершини знаходяться в точках K, L, M. Визначити координати вершини N, якщо вона знаходиться на осі оz:

1) V=
[image: image2115.wmf]3

11

, K(-2; 1; 4), L(-1; 5; 5), M(2; 3; 4;

2) V=10, K(-3; 2; 5), L(-3; 4; 4), M(6; 0; 2).
6.19. Обчислити об’єм тетраедра з вершинами в точках 
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)

(

)

(

)

(

)

4

;

2

;

3

,

3

;

2

;

2

,

1

;

2

;

0

,

5

;

3

;

2

D

C

B

А

-

-

-

.
6.20. Обчислити об’єм трикутної призми, вершини якої знаходяться в точках А(2;-1;1), В(5;5;4), С(3;2;-1) і  D(4;1;3).

6.21. Дано вершини тетраедра: А(2;3;1), В(4;1;-2), С(6;3;7) і D(-5;-4;8). Обчислити довжину висоти, опущеної з вершини D.
6.22. Об’єм тетраедра  V = 5, три його вершини знаходяться в точках А(2;1;-1), В(3;0;1) і С(2;-1;3). Знайти координати четвертої вершини, якщо відомо, що вона лежить на осі 
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.

6.23. У тетраедрі ОАВС з вершини О проведені медіани бічних граней. Беручи їх за ребра нового тетраедра, довести, що об’єм його становить 
[image: image2118.wmf]4
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 об’єму тетраедра ОАВС.

6.24. Обчислити об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах  
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6.25. Обчислити об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах  
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6.26.  Обчислити об’єм паралелепіпеда, побудованого на векторах   
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6.27. Обчислити висоту паралелепіпеда, побудованого на векторах  
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6.28. Вектори  
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 утворюють праву трійку,  взаємно перпендикулярні і 
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6.29. Довести, що для будь-яких векторів 
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6.30. Довести тотожності:
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6.31. Обчислити (
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