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         Верхня границя послідовності 
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         Зрозуміло, що верхня та нижня границі (скінченні або нескінченні) існують для кожної послідовності 
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         Отже, числова послідовність 
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         Можна також показати, що для довільної послідовності 
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         Часто використовуються наступні твердження.

         Теорема 1. Число 
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         Теорема 2. Число 
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         Можна показати, що 
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при умові, що операція додавання всіх вказаних виразів має сенс. Звідси зокрема випливають рівності
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при умові, що існує границя 
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         Можна показати, що
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         Приклади. 1. Якщо 
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         3. Якщо 
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         Зауваження. Значно складніше доводяться співвідношення 
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§2. Нижня та верхня границі функції.
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         Якщо функція f  обмежена зверху на 
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Якщо функція f  не обмежена зверху на 
[image: image84.wmf](

)

d

;

0

0

x

U

E

 при кожному

δ>0, то вважають, що її верхня границя в точці 
[image: image85.wmf]0

x

 дорівнює 
[image: image86.wmf](

)

+¥

=

¥

+

®

x

f

x

x

lim

0

,

.
Аналогічним способом можна означити і односторонні верхні границі функції  f  в точці х
[image: image87.wmf]0

, х
[image: image88.wmf]0


[image: image89.wmf]Î

 R .
Якщо дана функція  f : E→R обмежена знизу на 
[image: image90.wmf]E

U

0

( х
[image: image91.wmf]0

;δ) при деякому δ>0, то її границя в точці х
[image: image92.wmf]0

, х
[image: image93.wmf]0

 
[image: image94.wmf]Î

 R означається з допомогою рівності

[image: image95.wmf]lim

0

x

x

®

 f(x):=
[image: image96.wmf]lim

0

+

®

d

inf{f(x)|x є
[image: image97.wmf]E

U

0

(х
[image: image98.wmf]0

;δ)}.
Якщо функція f не обмежена знизу на 
[image: image99.wmf]E

U

0

( х
[image: image100.wmf]0

;δ) при кожному δ>0, то вважають, що її нижня границя в точці х
[image: image101.wmf]0

 дорівнює -
[image: image102.wmf]¥

,
[image: image103.wmf]lim

0

x

x

®

 f(x)=
[image: image104.wmf]¥

-

.
Аналогічним способом можна означити і односторонні нижні границі функції  f  в точці х
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Теорема 1. Для того, щоб функція  f : E→R мала в точці х
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Аналогічну теорему можна сформулювати для нижньої границі функції f в точці х
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Теорема 2. Для того, щоб число a, a є R, було нижньою границею функції f: E→R, E
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Зазначимо, що для верхньої та нижньої границі функції в точці справедливі співвідношення подібні до тих, які вище були відмічені для верхньої та нижньої границі послідовності.
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                                         2. Якщо 
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§3. Опуклі та вгнуті функції.

Нехай функція 
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Малюнок 1
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         Нерівність (4) є іншою формою запису умови опуклості донизу функції 
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Малюнок 2
Справедливі наступні твердження для опуклої на 
[image: image281.wmf]]

[

b

a

,

 функції  f : 

         1. в кожній точці x із 
[image: image282.wmf]]

[

b

a

,

 функція  f  має ліву 
[image: image283.wmf](

)

x

f

-

¢

 і праву 
[image: image284.wmf](

)

x

f

+

¢

 похідні тобто існують скінченні границі 


[image: image285.wmf](

)

(

)

(

)

h

x

f

h

x

f

x

f

h

-

+

=

¢

-

®

-

lim

0

:

, 
[image: image286.wmf](

)

(

)

(

)

h

x

f

h

x

f

x

f

h

-

+

=

¢

+

®

+

lim

0

:

;
         2. 
[image: image287.wmf]]

[

''

(,)(()());

xabfxfx

-+

"Î£


         3. 
[image: image288.wmf]{

}

]

[

''

121212

(,,)(()());

xxabxxfxfx

+-

"Ì<Þ£
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         Ці твердження доводяться на основі співвідношень (2), (4).
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         Аналогічні твердження можна сформулювати для вгнутої (опуклої доверху) на 
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§4. Узагальнення поняття опуклості функції.
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Тому умова (1) в цьому випадку виконується для довільної строго зростаючої на 
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Припустимо, що неперервні функції 
[image: image342.wmf]1

f

 та 
[image: image343.wmf]2

f

 вибрані так, що для них виконується умова (1).
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  Однозначна функція  f : C→C, що аналітична в С, називається цілою функцією.
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  Приклади:  1. Степеневий ряд 
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  3. Функція 
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  4. Функція 
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5. Функція 
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  Зазначимо, що ціла функція, яка відмінна від сталої і многочленна, називається цілою трансцендентною функцією. Наприклад, 
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  Важливою характеристикою цілої функції f є дійсна функція 
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  Приклади:  6. Оскільки 
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  7. Для алгебраїчного многочлена 
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  Таким чином 
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          Іншими словами поведінка 
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  8. Функція 
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  Доведення. При виконанні умов твердження 1) для всіх 
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  При виконанні умов твердження 2) для всіх 
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  При виконанні умов твердження 3) для всіх 
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  При виконанні умов твердження 4) для всіх 
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  Теорему доведено.
§6. Порядок та тип цілої функції.
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         Якщо f  – ціла  функція скінченого порядку, то позначимо 
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         Формула (3) дає можливість знаходити порядок цілої функції скінченого порядку.
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Формула (4) дає можливість знаходити величину типу цілої функції f  порядку 
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         Твердження 3) доводиться на основі відомої теореми Адамара про три круги, згідно з якою 
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         Теорема 2. Порядки і величини типів цілої функції  f  і її похідної 
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         Доведення. Для многочленна сформульоване твердження очевидне. Оскільки при фіксованому z із С буде 
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         З іншого боку, оскільки 
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         Із нерівності (3) випливає, що 
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         Із нерівностей 
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         Із доведеної теореми зокрема випливає рівність порядків і величин типу таких пар цілих функцій: sin z і cоs z, 
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§8. Порядок і величина типу цілої функції та коефіцієнти її степеневого розкладу. 
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         В теорії цілих функцій важливу роль відіграє наступне твердження.
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         Остання формула справедлива і у випадку цілої функції скінченного порядку 
[image: image732.wmf]+¥

<

<

r

r

0

,

, і нескінченного типу.

         Зазначимо, що формули (2), (3) дають можливість побудувати цілу функцію із наперед заданими порядком і величиною типу.

         Приклади:    1. Функція  
[image: image733.wmf](

)

n

n

n

z

n

e

z

f

r

sr

å

¥

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

1

, де 
[image: image734.wmf]s

r

,

 - фіксовані додатні числа, є ціла функція порядку 
[image: image735.wmf][

]

r

r

r

=

f

,

, і із величиною типу 
[image: image736.wmf][

]

s

s

s

=

f

,

. Це випливає із співвідношень: 
[image: image737.wmf](

)

,

0

,

1

¥

®

®

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

n

n

e

c

n

e

c

n

n

n

n

r

r

r

s

r

s



 EMBED Equation.3  [image: image738.wmf][

]

(

)

r

r

s

r

r

=

+

=

¥

®

e

n

n

f

n

ln

ln

ln

lim

, 
[image: image739.wmf][

]

s

sr

r

sr

r

r

s

s

r

r

r

r

r

=

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

¥

®

¥

®

e

e

n

e

n

e

c

n

e

f

n

n

n

n

1

1

1

1

1

1

lim

lim

.

         2. Функція 
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         4. Функція 
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         Зауваження 1. На основі сформульованої теореми можна вказати інше доведення того твердження, що при диференціюванні цілої функції порядок і величина типу одержаної функції такі самі, як і у вихідної функції.

         Справді, якщо ціла функція  f  має представлення (1), то 
[image: image759.wmf](

)

å

å

¥

=

¥

=

=

=

¢

1

1

n

n

n

n

n

n

z

b

z

nc

z

f

z

, де 
[image: image760.wmf](

)

N

n

nc

b

n

n

Î

=

:

. Цілі функції 
[image: image761.wmf](

)

z

f

¢

 і 
[image: image762.wmf](

)

z

f

z

¢

 мають однакові порядки і величини типів, оскільки 
[image: image763.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

0

,

,

,

³

¢

=

¢

r

z

f

r

rM

z

f

z

r

M

. Тоді 
[image: image764.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

=

¢

=

¢

z

f

z

z

f

r

r



[image: image765.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

.

ln

ln

1

1

ln

ln

ln

ln

ln

ln

ln

ln

ln

lim

lim

lim

lim

lim

f

c

n

n

o

c

n

n

n

c

n

n

nc

n

n

b

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

r

=

-

=

+

-

=

=

-

-

=

-

=

-

=

¥

®

¥

®

¥

®

¥

®

¥

®



[image: image766.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

z

f

e

c

n

e

b

n

z

f

z

z

f

n

n

n

n

n

n

s

r

r

s

s

r

r

r

r

=

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

¢

=

¢

¥

®

¥

®

1

1

1

1

lim

lim

.

         Зауваження 2. Зазначимо, що при застосуванні формул (2), (3) часто корисною буває наступна формула Стірлінга:
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