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Передмова

Теорія міри і інтеграла Лебега була розроблена на початку ХХст. в зв'язку з потребами аналізу та теорії функцій. Абстрактний варіант цієї теорії тепер є математичною основою ряду теоретичних і прикладних розділів сучасної математики (теорія ймовірностей, функціональний аналіз, теорія оптимізації, математичні методи економіки і т. і.).

Цей посібник присвячений загальній теорії міри і інтеграла. Як часткові її випадки розглянуто тут міру Лебега і Жордана в просторі 
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Розділ І. Міра.

§1.1 Множини метричного простору.

Нагадаємо тут деякі поняття і факти, які будуть використовуватися пізніше. Через 
 будемо позначати відповідно множину натуральних чисел, кільце цілих чисел, поля раціональних, дійсних та комплексних чисел.
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які називаються законами двоїстості або законами де Моргана.

Множини 
[image: image27.wmf](

)

T

A

Î

a

a

 називаються диз’юнктивними, якщо 
[image: image28.wmf]I

T

A

Î

Æ

=

a

a

. Об(єднання таких множин позначається 
[image: image29.wmf]C

T

A

Î

a

a

.

Відомо, що дві функції 
[image: image30.wmf]1

f

 і 
[image: image31.wmf]2

f

 називаються рівними (співпадаючими), якщо [image: image33.wmf](

)

(

)

X

f

D

f

D

=

=

2

1

 і 
[image: image34.wmf](

)

X

x

Î

"

 
[image: image35.wmf](

)

)

(

)

(

2

1

x

f

x

f

=

.

Якщо 




 QUOTE 
  така, що [image: image36.wmf]X

A

Ì



 QUOTE [image: image37.png]


 , то функція , називається звуженням функції [image: image42.wmf]Y

X

f

®

:

 на множину 
[image: image43.wmf]A

 і позначається 
[image: image44.wmf]A

f

|

. При цьому функція 
[image: image45.wmf]Y

X

f

®

:

 називається продовженням (поширенням) функції 
[image: image46.wmf]Y

A

®

:

j

 із множини 
[image: image47.wmf]A

 на множину 
[image: image48.wmf]X

.

Нагадаємо, що множина 
[image: image49.wmf]E

, 
[image: image50.wmf]X

E

Ì

, називається замкнутою в метричному просторі [image: image52.wmf](

)

r

,

X

 з метрикою 
[image: image53.wmf]r

, якщо вона містить всі свої граничні точки. Множина 
[image: image54.wmf]G

, 

[image: image55.wmf]X

G

Ì



 QUOTE [image: image56.png]G GcX



 , називається відкритою в метричному просторі , якщо кожна точка множини 
[image: image58.wmf]G

 є внутрішньою точкою для неї, тобто належить 
[image: image59.wmf]G

 разом зі всіма точками деякого свого околу. Відомо, що множина 
[image: image60.wmf]A

, 
[image: image61.wmf]X

A

Ì

, є відкрита (замкнута) в метричному просторі 
[image: image62.wmf](

)

r

,

X

 тоді і лише тоді, коли множина 
[image: image63.wmf]A

C

X

 замкнута (відкрита) в 
[image: image64.wmf](

)

r

,

X

.

Очевидно відкрита [image: image66.wmf]{

}

r

a

x

X

x

r

a

B

<

Î

=

)

,

(

|

:

)

,

(

r

 та замкнута, 
[image: image67.wmf]{

}

r

a

x

X

x

r

a

B

£

Î

=

)

,

(

|

:

)

,

(

r

, 
[image: image68.wmf]X

a

Î

, 
[image: image69.wmf]0

>

r

, кулі метричного простору 
[image: image70.wmf](

)

r

,

X

 є відповідно відкрита та замкнута множини в 
[image: image71.wmf](

)

r

,

X

.

Справедливі наступні твердження:

1) якщо 
[image: image72.wmf]i

F

 – замкнуті множини і 
[image: image73.wmf]i

G

 - відкриті множини метричного простору 
[image: image74.wmf](

)

r

,

X

, [image: image76.wmf]X

F

i

Ì

, [image: image78.wmf]X

G

i

Ì

 [image: image80.wmf](

)

n

i

,

1

=

, то при довільному 
[image: image81.wmf]n

, 
[image: image85.wmf]U

n

i

i

F

1

=

[image: image82.wmf]N

n

Î



 QUOTE [image: image83.png]n,n € N



 , множина  замкнута, а множина [image: image87.wmf]U

n

i

i

G

1

=

 відкрита в 
[image: image88.wmf](

)

r

,

X

.

2) якщо 
[image: image89.wmf]T

 - довільна скінченна або нескінченна множина індексів і множини 
[image: image90.wmf]a

F

, 
[image: image91.wmf]X

F

Ì

a

 при [image: image93.wmf]T

Î

a

 , та 
[image: image94.wmf]a

G

, 
[image: image98.wmf]T

Î

a

[image: image95.wmf]X

G

Ì

a



 QUOTE [image: image96.png]G,, G, © X
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Можна показати, що кожна непорожня відкрита множина 
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  (тобто відкрита множина на числовій прямій) є або вся множина  або об(єднання не більш  ніж зчисленної сукупності інтервалів (обмежених або необмежених), які попарно не перетинаються і кінці яких не належать 
[image: image113.wmf]G

 (вони називаються складовими інтервалами множини 
[image: image114.wmf]G

).

Кожна замкнута множина 
[image: image115.wmf]F

 метричного простору 
[image: image116.wmf]1

2

R

 є або вся множина 
[image: image117.wmf]R

 або утворюється шляхом вилучення із 
[image: image118.wmf]R

 не більш ніж зчисленної сукупності інтервалів, які попарно не перетинаються і кінці яких належать 
[image: image119.wmf]F

, якщо ці кінці не є символи 
[image: image120.wmf]¥

-

 та 

[image: image121.wmf]¥

+



 QUOTE [image: image122.png]—o0Ta + o



  (такі інтервали називаються суміжними інтервалами для ).

 
Якщо 
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  - дві фіксовані точки із , 
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  називається півінтервалом в  або піввідкритим паралелепіпедом в 
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Можна показати, що кожна непорожня відкрита множина із метричного простору 
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§1.2 Основні класи множин.

Нехай 
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Означення. Непорожній клас 
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 , називається:
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Зрозуміло, що кожне півкільце 
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Кожне кільце  містить порожню множину 
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 , де  замкнуте відносно об(єднання та перетину довільної скінченної кількості множин із нього, тобто 
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Очевидно, кожне кільце множин є півкільце множин, але не кожне півкільце є кільце.
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 , якщо 
Кільце з одиницею називається алгеброю множин.

Приклад 1. Сукупність 
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 , всіх обмежених підмножин множини  разом із порожньою множиною 
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§1.4. Функції, визначені на класах множин. Поняття міри.
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§1.5 Неперервність міри.
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тобто знову справедливе твердження 1). 

Аналогічно доводиться твердження 2) 
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§1.6 Зовнішня міра та міра породжена нею.

Поняття вимірної множини.
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Часто використовується зовнішня міра, що побудована наступним способом. Якщо 
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Розділ ІІІ. Інтеграл Лебега
§3.1. Прості функції та їх інтеграл Лебега.
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При умовах, вказаних на початку параграфа, справедливі наступні твердження.
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Очевидно, послідовність (2) також збігається рівномірно на 
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Зазначимо, що функція 
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Оскільки границя послідовності 
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§3.3. Основні властивості інтеграла Лебега від довільної функції.

Скрізь нижче в цьому параграфі 
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Безпосередньо із означення інтеграла Лебега від довільної функції випливають наступні його властивості:
1) 
[image: image1570.wmf](

)

;

,

const

h

якщо

h

E

d

h

E

=

=

ò

m

m


2) 
[image: image1571.wmf](

)

(

)

(

)

;

,

,

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ò

ò

=

Ù

Î

Þ

Î

Ù

Î

E

E

fd

fd

E

L

f

E

L

f

R

m

a

m

a

m

a

m

a


3) 
[image: image1572.wmf]{

}

(

)

(

)

(

)

;

,

,

,

ò

ò

ò

+

=

+

Ù

Î

+

Þ

Ì

E

E

E

d

fd

d

f

E

L

f

E

L

f

m

j

m

m

j

m

j

m

j


В справедливості властивостей 2),3) переконуємося на основі граничного переходу та відповідних властивостей інтеграла Лебега від простих функцій.
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Властивість доводиться на основі попередньої властивості. 
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Це твердження випливає із властивостей 1),5). 
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8) Довільна функція 
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Зазначимо, що сформульовані вище властивості справедливі і у випадку, коли 
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§3.4. Сігма-аддитивність та абсолютна неперервність інтеграла Лебега.
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причому ряд із правої частини збігається абсолютно.

Зазначимо, що сформульоване твердження називається властивістю 
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збігається, то функція 
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 3. Інтеграл Лебега (1), як функція множин, є абсолютно неперервна функція тобто, якщо функція 
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Із сформульованих тверджень випливає, що при невідємній і сумовній на 
[image: image1656.wmf]X

 функції 
[image: image1657.wmf]R

X

f

®

:

 функція 
[image: image1658.wmf](

)

(

)

S

E

E

d

x

f

E

F

Î

ò

=

,

m

, є також невідємна і 
[image: image1659.wmf]s

-адитивна на 
[image: image1660.wmf]S

 тобто вона являє собою міру таку, що 
[image: image1661.wmf](

)

0

=

E

F

, коли 
[image: image1662.wmf](

)

0

,

=

Î

E

S

E

m

.

§3.5. Граничний перехід під знаком інтеграла Лебега.

Покажемо, що граничний перехід під знаком інтеграла Лебега можливий при значно слабкіших умовах, ніж у випадку інтеграла Рімана.

Теорема Лебега (про граничний перехід).
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тобто при вказаних умовах можливий граничний перехід під знаком інтеграла Лебега.
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Теорема Фату. Якщо посліжовність 
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тобто в попередній нерівності можливий граничний перехід під знаком інтеграла.
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§3.6. Інтеграл Лебега по множині нескінченної міри.
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Вказана границя називається інтегралом Лебега від функції 
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Можна показати, що границя (1), якщо вона існує скінченна для кожної вичерпної послідовності 
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Зазначимо також, що теореми Лебега, Фату, Б. Леві, які торкаються граничного переходу під знаком інтеграла Лебега, справедливі і у випадку, коли 
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§3.7. Порівняння лебегового і ріманового інтегралів. Критерій інтегровності за Ріманом.

  Зв'язок між інтегралами Лебега і Рімана встановлює наступне твердження.
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Сформулюємо критерій інтегровності за Ріманом в термінах міри.
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Приклад. Як відомо з курсу математичного аналізу, інтеграл Діріхле
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